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Capitulo 1 — Medidas de arcos e ângulos 


Capítulo 2 — Razões trigonométricas no triângulo 
retângulo: seno, cosseno e tangente 


Capitulo 


Medidas de arcos e ângulos 


4.1. ARCOS DE CIRCUNFERÊNCIA 


Se dois pontos, A e B, são tomados sobre uma circunferência, esta fica dividida 
em duas partes, denominadas arcos de circunferência ou, simplesmente, arcos (fig. 
1.1). Ae B são as extremidades desses arcos. 


B e a B B 
a, / 
A A E A 


Fig. 1.1 


Se A e B coincidem, um dos arcos fica reduzido a um ponto; o outro é a própria 
circunferência; são chamados, respectivamente, arco nulo e arco de uma volta (fig. 
ae); 


« 
o 


arco de uma volta arco nulo 


Fig. 1.2 
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1.2. MEDIDA DE UM ARCO 


Fixando-se sobre uma circunferência um arco PQ não nulo, medida de um arco 
AB da mesma circunferência é a razão entre os comprimentos de AB e PQ Em 
termos mais simples, é o número de vezes que o arco PQ "cabe" no arco AB (fig. 1.3). 
O arco PQ é a unidade de medida. 


B 
ST, comprimento de AB 
A comprimento de PQ 
P Q 


Fig. 1.3 


Exercícios Resolvidos 


1.1) Numa circunferência, adotou-se como unidade um arco de comprimento 
0,5 cm. Calcule nessa unidade, a medida de um arco AB cujo comprimento é 4 


em 
Solução 
med. AB = —tomprimento de AB 
comprimento da unidade 
Assim: 


curtem, 4 
med AB=-—— =8 
0.5 


12) A unidade de medida de arcos de uma circunferência tem comprimento 
1,5 cm. Um arco AB dessa circunferência tem medida 3 unidades. Determine o 
comprimento do arco AB. 


Solução 


comprimento de AB 


med AB = DT" "0 — 
comprimento da unidade 


Assim: 


dica compr.de AB 
15 


Logo. comprimento de AB = 4,5cm 
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4.3. ÂNGULOS 


O plano determinado por duas semi-retas Oa e Ob, de origem comum O 
(fig 1.4), está dividido em duas regiões (ambas contendo as semi-retas) denominadas 
ângulos O é o vértice desses ângulos; Oa e Ob são seus lados. 


() o O 


Fig. 1.4 


Na fig 1.4, o ângulo (|) é denominado convexo e o ângulo (!!), côncavo. Ambos 
são indicados pela notação a Ôb. 


1.4. MEDIDA DE UM ÂNGULO 


Dado um ângulo aÔb, constrói-se, com centro no ponto O, uma circunferência 
de raio qualquer, assim, os lados do ângulo determinam, na circunferência, um arco 
AB. Adotando-se como unidade um arco PQ da circunferência (fig. 1.5); convenciona- 


se, então, que a medida do ângulo aOb é a mesma do arco AB em relação à 
unidade escolhida. 


jmedadb =med. AB] 


A convenção feita equivale a adotar, como unitário, o ângulo põa. 


correspondente ao arco unidade PQ. 


Fica assim estabelecido que as unidades de medida para arcos e para ângulos 
podem receber as mesmas denominações. 
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1.5. UNIDADES USUAIS DE MEDIDA 


1) GRAU - é um arco unitário PQ Igual a 55 da circunferência (fig. 1.6). 


Assim, o arco PQ tem medida 1º (um grau) sendo que um arco AB terá 
medida G graus se o arco PQ “couber G vezes em AB” : também é verdadeiro dizer 


que o ângulo centra! (vértice no centro da circunferência) correspondente a AB medirá 
G graus. E claro que o arco de uma volta mede 360º (fig. 1.6) e o arco nulo, 0º 


Fig. 1.6 


Subdivisões do grau - grau admite como subdivisões o minuto ( ') e o segundo 
(“). de forma que 


1º=60" 
T= 60" 
1º= 60'= 3600"" 


2) RADIANO - é um arco unitário PQ cujo comprimento é igual ao comprimento 
do raio da circunferência. 

Assim o arco PQ tem medida 1 rad (um radiano), sendo que um arco AB tera 
medida « rad se o arco PQ "couber a vezes em AB”; tambem o ângulo central correspondente a 


— 


AB medirá n rad (fig. 1.7). É claro que o arco nulo mede 0 rad. 


compr. de PQ=r 
med. PQ = 1 rad 


med. AB =med aÔb=a rad 
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Exercícios Resolvidos 


1.3) Delermine a medida «, em tad, de um arco ds currais CL a sim 
circunferência de raio 12 cm. 
Solução 


comprimento dg arca 


med (em rad) = Es 
comprimento de raia 


Assim 


q= s gs, poranto «=125 (85 


1.4) Caleule o comprimento do raio na figura: 


Solução 


med AÓB = med ÀB = Comprimento de AS 
comprimento do raio 
Assim: 


50 
o = loga r=25em 


1.6. O NÚMERO rm: UMA RAZÃO GEOMÉTRICA 


Um problema que interessou matemáticos de todas as idades da crmilização foi a 
cálculo da razão entre o comprimento (C) e o diâmetro (21) de uma circunferência 


O leitor já deve saber que, qualquer que seja a circunferência, a razão E ê 


constante, dando q número irracional representado por x; disso resulta a conhecida expressão do 
comprimento da circunferência em função do raio: 
Le =nm[|0=2nI 
Z2r E = E 
j Utilizando áreas ou perímetros de poligonos regulares inscntos ou circunscritos à 
circunferência, matemáticos egípcias (cerca de 1800 a.C), babilônios, gregos chegaram 
a valores com aproximação apreciável do que hoje representamos par x, Arquimedes, por 
exemplo (nascido por volta de 287 aC). “cercou” O valor de « fazendo a razão entre os 
perimelros dos poligonos regulares inscritos e circunscritos à circunferência, “começando 


Ee o hexagano regular e dobrando, sucessivamente, o número de lados, até chegar a 
lados”. 
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É interessante comparar algumas aproximações de x obldas por matemáticos da 
Antiguidade com uma aproximação atual com, digamos, 7 casas decimais: 


c expressão 
ar decimal 
19 
Egipcios FT 3,1656867 
Gregos 223 C 22 Entre 3,1408451 
(Arquimedes) o” e 3,1428571 


“ver Cal E Boyer, A History of Mathematlos (Ney York, John Wiley & Sons. 1968). 


1.7. ARCO DE UMA VOLTA 


Se AB egarca de uma volta, sua medida, em radianos, é 2x. 
De fató. comp 


comprimento de AB 


med AB = —COmPrmemo dE no 
comprimento da unidade 


— 


e compr AB = compr citcunterência = € = 2sr, vem: 
med. AR tem rad) = e =2n 


Então: med. arco de 1 volta = 2x rad e, portanto, 


2x [ad = 360º | 


Notas: 1º) E costume omitit-se o simbolo rad; portanto, se for dito que um arco mede 
2, fica subentendido que sua medida é 2 radianos. 


2º) Para a maioria das aplicações que desenvolveremos, será plenamente 
Salisfatoria a aproximação m=3,14. 


1.8. COMPRIMENTO DE UM ARCO 


Problema: Se v é a medida em radianos de um arco AB de uma circunferência de raio r, 
qual p comprimento * desse arco? 
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Solução 


comprimento de AB 


med AB(em rad)= —————— ——»—— 
comprimento do raio 


( 
A então. a= E donde 


ÊÉ=a-r | 


Assim, pode-se enunciar que: 


O comprimento de um arco é igual ao produto do raio da circunferência 


pela medida, em radianos, do ângulo central correspondente. 


1.9. CONVERSÃO DE UNIDADES 


Se a medida de um arco AB em radianos e graus, fornece. respectivamente, os 


números a e G (a radianos e G graus). a relação entre tais números é obtida pela proporção 
indicada por: 


2x rad correspondem a 360 graus 
a rad correspondem a G graus 


s a G ; 
s oi (==. Gun ; 
tem-se, então, que Zn 360" ou ainda 


Essa relação permite a mudança de medidas de arcos (e ângulos) de graus para 
radianos, Ou o inverso, de radianos para graus; os exemplos a seguir esclarecem: 


a) Se um arco mede 120º, fazemos G = 120, então: 
oa 120 27 2x 


— .— =— I ==. 
. = TOO" donde a Em Assim, 120 E rad 


b) Se um arco mede E rad, fazemos a = a então. 


9 
2x 
9. sS . im, 2E rad = 40º 
n T8O' donde G=40 Assim, E) rad = 40 


Ei 


Exercicios Resolvidos 
1.5) Determine o comprimento ( do arco da figura. 


Solução 


Convertamos, inicialmente, 135º para a rad: 


como i=u-r. vem (= =.28 = 21rcm. 
Adotando a aproximação x = 3,14, obtemos ( = 66cm 


1.6) Determine o valor der na figura. 


Solução 


Se u é a medida em radianos de um ângulo central como na figura abaixo 


. (, to 
temos: ',=ur e t2=ur; ouseja: ER E 
1 2 


Portanto, no caso da figura dada, temos: 


2( 
3. 2 o, donde r=15 cm 
10 
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1.7) Calcule a medida em graus do arco de medida 1 rad. 


Solução 
a G Eid 
Em —=-5= fazemos « = 1 temos, então: 
mr 100 
14 G 180 
— = —— de G=—: 
a 180 didi o 
adotando n= 314 vem G= TZ 
: 18000 
a 314 
z 2300 E 
5» 402 57º 19 29" 
x 60 
6120 


segundos MINVIOS 
ho (O 
O My 
O 
oa 


Para a aproximação adotada, obtemos que 1 cad = 57º 19º 29º 


Exercícios Propostos 


1.8) Numa circunferência adotou-se como unidade de medida, um arco de 
comprimento 0,2 cm. Nessa unidade, o arco AB mede 4,5 unidades. Qual é O 
comprimento do arco AB? 


1.9) O arco AB de uma circunferência tem comprimento igual a 10 cm e a sua 
medida é 2,5 unidades. Qual é o comprimento da unidade de medida? 


1,10) Adotou-se numa circunferência uma unidade de medida cujo comprimento é igual 
ao do diâmetro. Nessa unidade, qual é a medida da circunferência? 


1.11) Numa circunferência de raio r, O arco AB | de comprimento 5 cm, mede 2 
rad. Em outra circunferência, de raio R, o arco CD , de comprimento 5 cm, mede 


3rad Determine a razão a 
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1.12) O arco AB da circunferência de raio r mede x rad. O arco CD da circunferência 
de raio 2r mede tambem x rad. Determine a razão entre os comprimentos dos 


compr. AB 


arcos AB e CD Isto é, calcule a razão = 
compr. CD 


1.13) Calcule as medidas em radianos dos arcos de medidas 15º, 18º, 20º e 50º 


1.14) Converta em radianos a medida do arco de 15º 19', adotando a aproximação 1 = 
3.14 
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Capítulo | 
io. A 


Razões trigonométricas no 
triângulo retângulo: 
seno, cosseno e tangente 


2.1. RELAÇÕES METRICAS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 


São conhecidas da Geometria as relações entre os elementos métricos de um 
triângulo retângulo, é. no entanto, conveniente uma recordação de tais propriedades. 


Consideremos um triângulo retângulo ABC, onde a hipotenusa BC e os catetos 
AC e AB tem medidas a, b e c, respectivamente (fig. 2.1) A altura relativa à 
hipotenusa. AH, tem medida h e determina os segmentos BH e HC. de medidas n e 
m, que são as projeções ortogonais dos catetos AB e AC sobrea hipotenusa (é claro 


quen+meca). 
c 


Fig. 2.1 


Os triângulos ABC, HBA e HAC são semelhantes conforme mostra a fig 2.2: 


á AA 
c b Cc E 
B a CB n H 


Fig. 2.2 


| Podemos, então, escrever as seguintes proporcionalidades entre os lados 
homólogos: 
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a b 2 
1) na donde |b - am| 
2) =. donde . ? « an) 
3) Lp! donde |h? =mn 
m h 
b h sa 
— =— — 'b — h: 
4) q donde c=a 


5) Somando membro a membro as relações obtidas em 1 e 2, vem 


b+c=am+an > bi+cd =a(m+n) 
e? 
a 


e portanto 
[astiscl 
que é o conhecido Teorema de Pitágoras. 


Podemos. então, enunciar que para qualquer triângulo retângulo: 


| Cada cateto é média geométrica entre a hipotenusa e sua projeção sobre ela. | 
A altura relativa à hipotenusa é média geométrica entre os segmentos que ela 
determina sobre a hipotenusa. 

O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a 
| ela. | 


O quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos. 
(Pitágoras) 


2.2. RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO: SENO, 
COSSENO E TANGENTE 


Consideremos alguns triângulos retângulos A,B,C,, ABC», AsBaCa...., cujos 
catetos e hipotenusas tem suas medidas indicadas na figura 2.3; se tivermos 


med 8; =med B2 =med B3 =«, é imediato que tais triângulos são semelhantes. 


Cs, 
C, 
a 
az Do : Da 
C Ao B; Ca Ag 
Fig. 2.3 


Dessa semelhança podemos extrair determinadas razões que, comú veremos, 


estarão diretamente relacionadas com a, que é a medida de um dos ângulos 
agudos dos triângulos. Assim, temos. 


bd b, db teto opo 
1) Mi ss q SE ÍCIO OPOSIO DG À constante 
a a 3 hipotenusa 
Essa constante independe de qual dos lrángulos retângulos estamos 
considerando. E uma caracteristica do ângulo agudo cposto aos catetos br. ba, ba. 
Podemos concluir que, em qualquer triângulo retângulo, a razão entre O cateto oposto 
a um ângulo & a hipotenusa sera uma constante que depende, não do “tamanho” do 
triângulo. mas da medida do ângulo considerado; a essa razão (constante) damos o 
nome de seno do ângulo agudo e, no caso do ângulo de medida «4, indicamos por 


sen 


2) & Co Sa cateto adjacente a «4 


= constante 
a, à as hipotenusa 


Felas mesmas considerações feitas no 1. concluímos que, em qualquer 
triângulo retângulo, a razão entre o cateto oposto a um ângulo agudo e a hipotenusa é 
uma constante que depende da medida do ângulo considerado, a essa razão damos O 
nome de cosseno do ângulo agudo e indicamos por cos «x. 


3) by ba by — calelo oposto a o = mdpeianiá 
€& €C € catetoadacenteda - 


Analogamente aos dois casos anteriores, vemos que a razão entre o caleic 
oposto e o cateto adjacente a um ângulo agudo, em qualquer triangulo retângulo, é 
constante, a essa razão damos o nome de tangente do ângulo agudo & indicamos por 


tg 


Temos assim definidas as chamadas razões trigonométricas no triângulo 
retângulo. Podemos, então, enunciar que: 


| Seno de um ângulo agudo é a razão entre o cateto oposto e a hipotenusa. | 


Cosseno de um ânguio agudo é a razão enke o cateto adjacente e a 
hipotenusa. 


Tangente de um ênquio aqudo é a razão entre o cateto oposto e o cateto 


adjacente. 


Em resumo, para um triângulo retângulo ABC (fig. 2.4), temos: 
A 


2.3. APLICAÇÃO IMPORTANTE: ÂNGULOS NOTÁVEIS 


Problema: Construir uma tabela com os valores de senos, cossenos e tangentes 
dos ângulos de medidas 30º, 45º, 60º 


Solução 


a) Consideremos um friánguio retângulo isósceles ABC (fig 25), cuja 
hipotenusa mede a e cujos catetos medem b. 
Pelo Teorema de Pitágoras: 
p Epa A ETR DE pu e 1 
a =b+b=2b logo a=b/2 


Tomando as razões trigonometrica para o ângulo B, temos 


e 


b gala: loga, sen 45º = 


sen db" = 
by? 4 


cos 48º = 


v|jz mjo 
“ 


= sen 45º, logo, cos 45" = As 


tg 45º = E logo, lg 45º = 1 


Fig. 2.5 


b 


a 


Consideremos, agora, um triângulo egquilátero MNFP (fig. 2 6) cujo lado mede a 
e cuja altura mede h 


Como o trângulo MHN é retângulo, pelo teorema de Pitágoras: 


2 2 
Ponta .q2. 82 (30 ay3 
a*=h (2) = = q Eq Jogo, ha 
Para 6 ângulo de medida 30", temos: 
M 
[2] 
sen JO" = (2). “logo, sen 30º = : o 
a 2 a h a 
DE 
h 2 J3 à 
cos 30º= — = E | loga, cos 0'= 5 NO No Pp 
El a 
a a = = 
gate) E == loga, g 30º= se a 
da =& go, 19 Fig. 2.6 
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Para o ângulo de medida 80º, temas: 


0 h D- da] RE! 
sen 80º = a = cos 30º; loga, sen 60 A 
(a) 
12) 1 
cos 60º=-— = sen 30º, loga, cos 60º = — 
a p 
aJ3 
h 2 
tg 60º=——. =" — 2. logo. tg 60º = 3 
[2] (a) 
2 (2) 


Fodemos, assim, construir a seguinte tabela (*) que será de grande utilidade no 


estudo da Trigonometria 


[30º | as | 60º | 
1 | 42 | 8 
5 2 2 
cosmo | É | aê | 3 
2 2 


Exercícios Resalvidos 


21) 
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Determine os catetos de um triângulo retângulo cuja hipotenusa mede & e um dos 
ângulos mede 60º. 


Solução 
No triângulo da figura 2. 7, temos: 
E a) 6 
bo 8 b 
8 =— -—— 3 — | pe 
sen BO E > 3 "E ogo b a 
cos 60º= sa =ç: logo. C= 3 . BOA, 


C 
Fig. 2.7 


Determine os ângulos agudos de um triângulo retângulo para o qual a razão entre 
a soma dos catetos e o cateto menor 43 +1. 


2º 


como - =tg o vem tgeo= Je, portanto, o = 60º 


Solução 
Sendo b ec, com Bb > c es medidas dos catetos (fig. 2.8), 


b + Em = A. 
temos que e. V3 +1 então: dede õ+1 ou >= 3; 


Sendo 3 = 80º = o, B = 30º. A 


23) 
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t*) No final deste volume, encontra-se uma tabela com os valores de senos, 
cossenos e tangentes de ângulos com medidas variando de grau em grau. 
Tais valores são dados com aproximação até a 4º casa decimal. Por exemplo, 


5 
sen 45º = 207074. 


Um observador, a bordo de um barco em movimento retilingo, mede, num certo 
instante, à ângulo definido pela trajetória do barco e uma linha imaginária que o 
liga a um farol. Álgum tempo depois, faz uma nova medida Sabendo que as 
medidas obtidas foram, respectivamente, 45º e 80º e que entre os instantes de 
cada medida a menor distância que o barco esteve do farol foi de 1000 metros, 
calcule, com aproximação de 1 metro: 


aj a distância percorrida pelo barco entre os instantes das duas medidas; 
b) as distâncias entre o barco e o farol nos instantes das primeira e segunda 


medidas 
RLL 

Reis 

gy + 

Ed w 
L 
Pd 1 
Ed " 
Ed 
Ed 1 
ae 1 
4 
4 
4 ' 
» $ 
- % 
se E x 
Q 
se. o ' 
[a N 
Pd - O) 
£ 1 
ad 1 


Solução 


Na figura 2.9, temos: 


a) o triangulo retângulo AHC é isósceles, logo, x = 1000 m; 


no triângulo BHC: tg sra, donde E ci 1000 


“t980º 5.6713 
aproximação exigida é de 1 m, temos y = 176 m. Assim, o percurso do barco foi 
de x+y = 1176m. 


= 176.3. como a 


1000 1000 1000 


a o. 1000 9000 A 
b) notriângulo AHC: sen 45º = DO donde b sen 45º “ 07071 1414,2 
a 1000 1000 1000 ... 
I á 9=-"— >. —— e —— 15,4 
no triângulo BHC: senB0 aa donde a sen 80º * ,9848 101 


Assim, as distâncias do farol ao barco, nos instantes das medidas. foram, 
respectivamente, 1414 me 1015 m. 


2.4. PRIMEIRAS RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 


Conforme as definições das razões trigonométricas. 
temos, para o triângulo da figura 2.10: 


b c 
senagq=— E COSa=— 
a a 


Elevando ao quadrado, membro a membro, as duas 
igualdades, encontramos. A 
b? c2 : 
senta=— e cosu=—> Fig. 2.10 
2 Z 
a a 
Somando então essas duas últimas igualdades, obtemos: 
2 2 Dé 6 boxe” É 
sen“a+costa=—5+—= 7 ; 
a” af a a 


e, finalmente, sena + costa, = 1. 

Da mesma forma, para o ângulo de medida [, encontrariamos: 
sen? + cos'B = 1 

Em geral, para todo ângulo agudo de medida a, tem-se: 


sen?a + cosa = 1 


Esta igualdade, como veremos em capitulo posterior, será generalizada para todo 
angulo (ou arco) de medida a; tal igualdade é conhecida como primeira relação 
fundamental da Trigonometria Outra relação, também fundamental, é obtida se 
dividirmos sen a por cos «, assim: 
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logo, podemos escrever: 


sen x 


o as a 


Podemos, como exemplo, verificar as relações acima com os valores da tabela 
para os ângulos notáveis: 


2 N 
a) sen?30º + cos? 30º =[5) [> 


a 
b) sen 60º 2 = 3 


cos 60º - Pê sigo 
2) 
4 
sen 45º 2 
= =1=tg 45º 
3) cos 45º [5 deslgdio 
EA 


Exercicios Resolvidos 


24) Calcule senue tgu Sabendo quea é um ângulo 


CcOsU= — 
“a 


Solução 


agudo e que 


1º) como sen?a + cos'a= 1, temos: 


seno =1-cos'ga = 1- (3) = 1-3= 5 
b 
Assim, sena = O = A : 
2º) como tgu = deh temos: 
cos & 
242 ) 
gu = pa 2/2 


Ê 
3 
2.5) Sendo sena - cosy = 


m e o um ângulo agudo, determine o produto 
sen O * cos a. 


Solução 


Elevando ambos os membros da igualdade dada ao quadrado, temos: 


28 


(sena -cos q) =m' > sena - 2sengcosa + costa = m', 


mas, seniu, + cos'u= 1: então: 


1- 2senacosa =m” > 2senacosa = 1-m e, finalmente 
1- mê 


sen € : COS O = 2 


2.6) Prove que: 
( 
( , — sen a) (or cos a) [7c+!9 a)=1 
| sena cos « Aga 


Solução 


Vamos partir do primeiro membro da igualdade, lembrando que 
sen a. 


fel = 1-sen'a |[1-cos?a cosa | sena 
Lo ! sen O send. cos «x 


— cos? o sena (cosa + sen Pes costa Ena =1=[7 r 


senta cosa sena. -cos sen” [94 cos? 04 


Exercícios Propostos 


2.7) Num triângulo retângulo, um dos catetos mede 5 e a altura relativa à hipotenusa 
mede 3. Determine as medidas do outro cateto, da hipotenusa e dos segmentos 
que a altura determina sobre a hipotenusa. 


28) No triângulo da figura são dadosm =3 en=1 


A 


/ 


c b 
/ 

£/ n , 
E. ã =! 


Calculea,b ceh 


2.9) Com referência à figura do exercicio anterior, sendo dados m = 5 eh = 5. 
determine as medidas dos demais segmentos indicados. 


2.10) Ainda com referência à figura do exercício 2.8, sendo dados b=2 en =3, calcule 
as medidas dos demais segmentos indicados. 
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2.11) Voando a uma altitude de 1000 metros, o piloto mede, em dois instantes 
diferentes, os ângulos segundo os quais ele avista uma arvore, como indica a 


figura. 
ii E 
“a 45'N4? 
a / 
e es 


Qual é a distância percorrida pelo avião entre os dois instantes considerados? 
Utilizar os valores tg 30º = 0,58 e tg 45º = 1,00. 


2.12) Sendo 4 cm o raio da circunferência da figura, calcule o comprimento da corda 
AB Dados: sen 20º = 0,34 e cos 20º = 0,94. 


2.13) Calcule a medida c do lado AB do triângulo retângulo dado na figura abaixo. 
Dados: sen 25º = 0,42, cos 25º = 0,91, tg 25º = 0,47. 


2.14) Calcule a altura do edificio representado na figura. São dados: tg 87º = 19,1; tg 
58º = 1,6 


30 


2.15) 


2.16) 


2.17) 


2.18) 


Sendo q a medida de um ângulo agudo tal que sena = 5 , calcule cos ct e tg «x 


Sendo q a medida de um ângulo agudo tal que tg a = 3, calcule sen q e 
Cos €. 


Prove que 

2 1 
É iotia 1 Y  A+sena 
N cosc) 1-seng 


Simplifique a expressão 
sen?x + cos?x — sen'x — cos*x + sen?x 


Exercícios Suplementares 


1.1) 


À parte assinalada na figura é um setor circular, cuja área é dada pela expressão 


S= E. onde (t é o comprimento do arco ABeréo comprimento do raio da 


circunferência. 


EB 


Considere, agora, a segunda figura, onde « é a medida, em radianos, do ângulo 
Az O B; € não são conhecidos os raios das circunferências. Escreva, em função 
de o, & e £, a expressão da área da região A,B,B;A,. 
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12) 


1.3) 


1.4) 


LS) 


1.8) 


1.7) 


8) 


19) 


110) 


KR 


Se, na segunda figura do exercicio anterior, tivermos que a área de A;B,B;A; vale 
87.32 
— em 


E e is Si mero getermine o valor de Oz - DA. 


3 


Resolva o sistema 


abs 


Zãa 
E 


dando a resposta em graus. 


Za+3y= 


Defina uma unidade de medida para arcos (e ângulos). dando-lhe o nome de 
Grado, de modo que o arco de meia volta tenha medida 200 grados. Se um arcô 


AR tem medida a radianos e x grados, determine a relação entre à E x. 
Na figura ao lado, determine as alturas das torres e a do gira entre seus topos. 


A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 10 m e a mediana relativa a um 
dos catetos mede 8 m. Utilizando a tabela do final do livro, determine 
aproximadamente as medidas dos ângulos agudos do triângulo. 


Um triângulo retângulo tem um dos catetos medindo a e hipotenusa de medida 
ja Calcule o quadrado da soma dos senos dos ângulos agudos desse triângulo. 


Sendo & a medida de um ângulo agudo tal que ta & = 1 + “2, caleule senta & 
2 
coser. 


Seja 0. um ângulo agudo tal que sen ct + cos q =m. Calcule, então, 
a) sena - cosa 
k 
b) ga +-— 
1 tg a 


sendo a um número real diferente de 2. calcule 9 valor da expressão, 
y =afsen'x + cos'x) + Zasenx: cos'x — 2sen'x - deos'x + 2cos'x 


Capitulo 3 — Circunferência trigonométrica 
Capítulo 4 — Seno e cosseno 

Capitulo 5 — Tangente e cotangente 
Capítulo 6 — Secante e cossecante 
Capítulo 7 — Redução ao 1º quadrante 
Capitulo 8 — Equação simples 


Capitulo 


Circunferência 
trigonométrica 


E. 


3.1, SEGMENTO ORIENTADO 
Sobre um segmento de rela AB podemos fixar dois sentidos de percurso. um de 
à para Be o outro de B para À 


Quando sobre o segmento AB fixamos um dos sentidos de percurso, 
construímos um novo objeto matemático: o segmento orientado. 

Se o sentido escolhido for o de À para B, o segmento orientado será indicado 
com AB: o ponto A é chamado de origem do segmento orientado e o ponto B, de 


extremidade do segmento orientado. Por outro lado, BA indicará o segmento orientado 
de B para À a origem é B e a extremidade é A (fig. 3.1). 


PE eee Ano Asi og 
—> 
AB AB BA 


Fig. 3.1 
3.2, EIXO 


Se sobre uma reta (tr) fixarmos um sentido de percurso, obteremos uma reta 
orientada; o sentido adotado é, convencionalmente, chamado de positivo 
(fig. 3.2) e a sentida oposto, de negativo. 


(sentido positivo) 
Fig. 3.2 


Se, em seguida, sobre a reta orientada fixarmos um ponto O e um segmento 
unitário OU, obteremos o que se denomina um eixo. O ponto O recebe O nome de 
origem do eixo; qualquer segmento AB do eixo terá sua medida dada em relação a 
OU, isto é amed AB será expressa pelo número de vezes que OU “cabe em AB A 
ligura 3.3 mestra um eixo e um segmento AB de medida 3, 

(e A B 
segmento unilário / 
Fig. 3.31 


35 


(') Para maior clareza dos desenhos, omitiremos, na figura de um eixo, o segmento 
unitário OU | apresentando apenas a reta orientada e a origem O 


3.3. MEDIDA ALGÉBRICA DE UM SEGMENTO ORIENTADO 


Se AB é um segmento orientado de um eixo e, então medica algébrica de AB 


é O número real AB dado por +med AB ou med. AB, conforme o sentido de AB 
concordar ou discordar do sentido de e (fig. 3.4). 


O. B À e O A B e 
E aa 


B=-mec.AB ; AB = +med. AB 
Fig. 3.4 


Como exemplas, na figura 33 temos AB=+3 e BA=-3 


Observações 
1)Se A = B temos o segmento nulo, cuja medida algébrica é 
AB=BÃ=0 
2º) É imediato que, em qualquer situação, AB=-BA ou AB+BA = 0 


3.4. RELAÇÃO DE CHASLES 
Para três pontos, À Be €, dispostos arbitrariamente sobre um eixo e, vale a 
relação. 
AB+BC+CA=0 


A prova dessa relação deve ser feita para cada um dos seis casos possíveis (Ag. 
3.5) de disposição dos três pontos sobre e. Vamos fazer, como exemplo, a 
demonstração do caso (V); as demais se efetivam de modo análogo. 


AÃ B Ç Ã 
A C B 
B A C C B A 


(lb) ——— >> ye (Vi) we 
Fig. 3.5 


Observa-se, em (V), que os segmentos CA, AB e CB são tais que 
med. CA +med. AB = med, CB (1) 
Como os segmentos orientados CA, AB e CÊ tem o sentido do eixo e, suas 


medidas são iguais às suas medidas algébricas (todas positivas). Pode-se, então, 
escrever a relação (1) 


CA+ AB=CB 
ou 
CAs AB -CB-0 
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(Vias tem-se que: -CB = BC | portanto AB +«BC4CAÃ=0 


3.5. SISTEMA DE ABSCISSAS 


Se sobre um eixo e forigem 0) quisermos localizar um ponto P, devemos 


conhecer a que “distância' ele se encontra da origem (med, OP) ese a partir dessa 
origem, ele se acha a caminho do sentido positivo ou do sentido negalivo de e Esses 
elementos nada mais descrevem do que a medida algébrica do segmento orientado 
OP Assim, a posição de qualquer ponto P de um eixo estará delerminada pela medida 


algébrica do segmento OP , que se denomina abscissa de P (xp): 


Portanto, um eixo e define um sistema de abscissas que a cada pontô associa 
um número rea! e reciprocamente. À figura 3.6 mostra alguns exemplos Para os pontos 
ABC Del temos 


OA=xa=-2 0B=x5=V3; OC=xç=4: OD= 49 ===; x0=0 
D A ' O) B. | Ç e 
sadio —2 O 3 
Fig. 3.5 


É possivel, agora, expressar a medida algébrica de um segmento orientado AB 
através das abscissas de sua origem À e de sua extremidade B. Sendo xa E Xa essas 
abscissas (fig. 3.7), a relação de Chasles permite escrever: 


O A B 
fp er) 
a *8 
Fig. 3.7 


OA +AB+B0O=0 

como CA =Xa e BO = -DB = -xp. vem: 
XA +AB-xp =] 

donde, finalmente 


Enunciamos, assim, que: 


a medida algébrica de um segmento orientado é igual à diferença entre a 


abscissa da extremidade e a absgissa da arigem do segmento. 


3? 


Exercícios Resolvidos 


3.1) 


32) 


Determine a abscissa do ponto P de modo que a medida algébrica de PM seja - 
5, dado que xm =-1, 


Solução 
Como PM = xx — xp, temos: 


-5=-1-xp donde xp =4 


Os pontos A, Be C estão sobre o mesmo eixo e tem abscissas, respeclivamente, 
iguais a —1, 2 e -3 Calcule a abscissa do ponto P para o qual 
AP AB+BP.CE4AC=-O 


Solução 


APAE = (xp xana -xa)= (xp +12 4+1)=3x0+3 
BP.CP=(xe-xallxp-xc)=(xe—2)xp +3)= Xp2 +Xp - 6 
AC iris) 
Então 

AP.AB+BP.CP4AC-D> 

> 3x0 +3+X 2 4Xp-6-2-0 =» x2+4xp-5=0 


donde xp =-5 0U xp =1 


3.6. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 


Consideremos dois eixos perpendiculares Ox e Oy, cuja origem é a interseção O, 


que tenham a mesma unidade de medida (fig 3.8) A localização de um ponto P 
qualquer do plano determinado par esses eixos pode ser feita através da associação do 
ponto a dos números reais obtidos pelo seguinte processo. conduzimos por P retas 
perpendiculares aos eixos: uma delas encontra o eixo Ox no ponto P,, de abscissa Xp € 
a outra encontra O eixo Oy no ponto P;, de abscissa vp. Obtemos, assim, um par 
ordenado (xp. yo). Os números xp & yp Chamam-se coordenadas de FP. sendo que x, é 
chamado abscissa e y, é chamado ordenada. O sistema de coordenadas estabelecido 
por Esse processo denomina-se sistema cartesiano ortogonal. 
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A figura 39 mostra alguns pontos do plano cartesiano com suas respectivas 
coordenadas. E importante observar que os pontos pertencentes ao eixo Ox possuem 
ordenada y = O, enquanto que os pontos pertencentes ao eixo Oy possuem abscissa x = 


Õ. 


Fig. 3.9 


ÚZSOTONTDL 
a 
o 


Quadrantes — Os dois exos do sistema dividem O plano em quatro regiões, 
denominadas quadrantes e numeradas conforme figura 3.10. Convenciona-se que 05 
pontos situados sobre os eixos não pertencem a nenhum dos quadrantes. É imediata a 
relação entre cada quadrante e Cs sinais das coordenadas dos pontos. assim. um ponto 
do primeiro quadrante tem suas duas coordenadas positivas e um ponto doa segundo 
quadrante tem aôscissa negativa e ordenada positiva, EM resumo: 


1º quadrante (+,+) 
2º quadrante (=,+) 
3º quadrante (=;-) 


4º quadrante (+, —) 


Fig. 3.10 
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3.7. ARCO ORIENTADO 


Um arco de circunferência AP admite dois sentidos de percurso: de A para P ou 
de P para A; escolhido um desses sentidos, tem-se um arco orientado. Se o sentido 
adotado for de A para P, o ponto A é chamado origem e P, extremidade; nesse caso, 0 
arco será indicado por AP. Assim, PA indicará o arco orientado de P para À (origem P e 
extremidade A) (fig. 3 11). 


p P p 
A A A 


Fig. 3.11 


Em qualquer dos casos, a medida é a mesma de AP que, como já vimos, é 
indicada por med AP, dada em graus ou radianos. 


3.8. CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 


Num sistema cartesiano ortogonal, consideremos o ponto À do eixo Ox, de 
abscissa igual a 1 (fig. 3.12). Construímos, então, com centro na origem O do sistema, 
uma circunferência que passa por A e tem, por isso, raio unitário 
(fig. 3.13). Vamos convencionar que o ponto A será a origem dos arcos orientados 
dessa circunferência, isto é que para percorrer estes arcos, A será sempre o ponto de 
partida Vamos também adotar o sentido anti-horário como sentido positivo de 
percurso. Assim, a essa circunferência (de raio unitário, origem no ponto A, dotada de 
um sentido positivo), damos o nome de ciclo trigonométrico ou circunferência 


trigonométrica. 
anti-horário 
EA (+) 


Fig. 3.12 Fig. 3,13 
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3.9. MEDIDA ALGÉBRICA DE UM ARCO ORIENTADO 


ti 
Se AP é um arco orientado da circunferência trigonométrica e sua medida, em 
— te —. 
graus ou radianos, é med. AP, medida algébrica de AP é o número real AP dado por 


+med. AP ou -med, AP, respectivamente quando o sentido de AP for anti-horário ou 
horário (fig 3.14) 


AP = - med. AP AP = + med. AP 
Fig. 3.14 


É importante notar « que, com extremidades num mesmo ponto P, existem dois 
arcos orientados AP, com medidas e sentidos diferentes (fig. 3.15). Se indicarmos por a 
a medida algébrica do arco AP de sentido anti-horário e por £ a do arco AP de sentido 
horário, com «a e à em radianos, teremos: 8 = (27x —- a) OU 


Fig. 3.15 


Como exemplo (acompanhando na figura 3.15), se q = E (1209), então 


p= us isto é B = ii - 240º). Portanto, é a medida algébrica que estabelece a 
3 B 9 q 


distinção entre os dois arcos AP, já que ambos tem as mesmas origem e extremidade. 


No caso particular em que P coincide com A, podemos distinguir três arcos: o 
arco nulo, o arco positivo de uma volta e o arco negativo de uma volta 
(fig. 3.16); suas medidas algébricas são, respectivamente, zero, +27 (+360º) e 
—27 (360º). 
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arco nulo arco positivo de uma volta arco negativo de uma volta 
Fig. 3.16 


3.10. ÂNGULOS 


Foi observado que a cada arco da circunferência corresponde um ângulo 
central. As noções de orientação e medida algébrica podem, por essa razão, ser 
estendidas para os ângulos. Os pontos A e P (fig. 3.17) determinam as semr-retas Ox e 
Op; podemos, então, considerar dois ângulos orientados: um é positivo e tem medida 
algebrica « (corresponde ao arco AP anti-horário); o outro é negativo e tem medida 
algébrica = q — 2x (corresponde ao arco AP horário) 


Fig. 3.17 


3.11. ARCOS OU ÂNGULOS COM MAIS DE UMA VOLTA 


Com o que já apresentamos sobre arcos e ângulos, concluímos que a medida 
algébrica q de um arco AP é, no máximo, 2r (quando AP é o arco positivo de uma volta) 
e, no minimo, —2x (quando AP é o arco negativo de uma volta); portanto, -2n <a s 27. 
É fácil, porém, perceber a necessidade de se trabalhar também fora dessa faixa, isto é, 
trabalhar com arcos ou ângulos de mais de uma volta: basta levarmos em conta as 
aplicações da Geometria e da Trigonomeria. Um móvel, dando várias voltas em uma 
pista circular e parando num certo ponto, que distância percorreu? Qual o número de 
rotações que um motor imprime em uma hélice após determinado tempo de 
funcionamento? Essas perguntas tem, para resposta, a “medida do arco” descrito pelo 
móvel e o “número de voltas" que uma extremidade da hélice tinha dado. Isso 
pressupõe a existência e o conhecimento de medidas para arcos de mais de uma 
volta. Para melhor entendermos o fato, vamos exemplificar: 
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O ponto P (fig. 3.18) é extremidade do arco ÁP" AP - E Um móvel que parta 
de À e percorra a circunferência parando em P pode fazer os seguintes percursos: 
1º) No sentido anti-horário e 


a) pára na primeira passagem por P; o arco descrito tem medida algébrica 
37 ê 
a (135º). 


b) pára em P após ter dado uma volta completa na circunferência; o arco 
descrito tem medida algébrica. 


E +27= s (ou 135º +360º = 495º) (fig. 3.19) 


2º) No sentido horário e 
a) pára na primeira passagem por P; a medida algébrica do arco descnto é 


E 27=-2E (ou 135º-360º= 225º) (fig 3.20) 

b) pára em P após ter dado uma volta completa na circunferência; a medida 
algébrica do arco descrito é 
é 
E n|-2n= 32 qu = 18 (ou-585º) (fig. 3.21) 


4 
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Dessa forma pode ser obtida uma infinidade de outros arcos, dando-se várias 
voltas no sentido positivo ou no sentido negativo, Temos, então, uma forma generalizada 
de encarar o conceito de arco e, consequentemente, de medida algébrica; claro que 
essas ideias se aplicam também aos ângulos correspondentes. 


Fig. 3.22 


Por tudo isso é possivel escrever a seguinte conclusão: um ponto P da 
circunferência tigonométrica (fig. 3.22) é extremidade de uma coleção de arcos 
positivos de medidas w, x + 2x, w + 4a, q + 67. ..., e de uma coleção de arcos 
negativos, de medidas u-2Zn, a- 4r, q - Br, a- Br, .. Essas duas coleções 
determinam o conjunto das medidas dos infinitos arcos com extremidade em P, 
Cada um desses arcos tem medida algébrica igual à soma de w com um múltiplo 
positivo ou negativo de 27. Pode-se, então, representar genericamente as medidas pela 


expressão u +k- 2a OU 
| u+2kn | 


onde k é uma variável inteira, isto é, um simbolo que pode assumir qualquer um dos 
valores do conjunto 


EH. -B-4-3-2.-1,0,1,2 3.) 
Nota: na familia de arcos de extremidade P, q arco de medida o é chamado de 
primeira determinação positiva se 0 < & 4 27. Por exemplo, na figura 323, os arcos 
da “famiha” tem suas medidas dadas pela expressão T+ 2ka e o arco de medida E 


é a primeira determinação positiva dessa família. De modo geral, ao escrevermos a 
expressão w + 2Zkr para representar os arcos (suas medidas) de extremidade P, 


procuramos utilizar, como x, a medida da primeira determinação positiva Não sendo 
esse um procedimento obrigatório, é possivel, então, escrever expressões diferentes 


que representem a mesma familia. Assim, a expressão «E + 2h, por exemplo, 


representa a mesma familia que = + 2kx, pois tanto -= como Ea são medidas de 


arcos com extremidades no ponto P da figura 3.23. Diremos, então, que expressões que 
representem a mesma familia de arcos são expressões equivalentes, 
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Fig. 3.23 


3.12. ALGUMAS EXPRESSÕES IMPORTANTES 


Pelo uso que terão ao longo da Trigonometria, devemos conhecer as expressões 
dos arcos com extremidades nas interseções da circunferência trigonométrica com os 
eixos cartesianos. A figura 3.24 mostra os pontos À B. A eB ea tabela a seguir 


fornece as expressões (subentende-se, sempre, quek e 7). 


DR O 


MESES 


37x 


Fig. 3.24 


3.13. ARCOS CÔNGRUOS 


Como vimos, a expressão a + 2kr (K e Z) representa as medidas dos arcos com 


extremidade num mesmo ponto P. A arcos de mesma extremidade damos o nome de 
ARCOS CÔNGRUOS. Assim, todos os arcos de uma mesma familia representada pela 
expressão a + 2kr são côngruos Se atribuirmos a k os valores inteiros k, e ka, 
obteremos as medidas x e y de dois arcos côngruos: 
x=a+2kx e y=a + 2kzx. Observemos que: 
=(a+ 2k+m) — (x + 2kz7) = 2kin — 2kom 
ou x-y=(kj—ko): 27 


Como a diferença entre números inteiros (k; — kz) é um inteiro n, escrevemos: 
x-y=n:27 


Podemos, então, enunciar que: 


| A diferença entre as medidas de dois arcos côngruos é um múltiplo de 2x. | 
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o que nos dá um critério de reconhecimento de arcos côngruos: basta efetuarmos a 
diferença entre as medidas e verificarmos se obtemos ou não um múltiplo de 2x. Por 


47 15 Eid sd 
exemplo. os arcos de medidas Te — são côngruos, pois: 


47x 157 32n 
quim dpi q Ria = 4 o) 


Exercicios Resolvidos 


3.3) Determine graficamente a posição (aproximada) das extremidades dos arcos de 


medidas x = ado + 2kx (onde k é inteiro). 


Solução 


Xx= Ea » 2kr pode ser escrita: 
ge Sua ou uma pato 
3 3 
à 2 
A primeira representa a família de arcos de mesma extremidade que — ea 
segunda, a família de mesma extremidade que -SE(-1 20º). Temos, então, os 
pontos Pe P' da figura. 


3.4) Calcule a primeira determinação positiva do conjunto de arcos de mesma 


extremidade que o arco de medida 2715º. 


Solução 


“Retirando” o número inteiro de voltas (isto é, os múltiplos de 360º) que há em 


2715º, obteremos a, 0º < a < 380º. Para isso basta dividirmos 2715º por 380º: a 
será o resto da divisão. Assim: 


2715º |3680º 
[195º] 7 
a 


portanto, a 1º determinação positiva é o arco de medida 195º. 
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3.5) 


3.6) 


Em que quadrante se encontra a extremidade do arco de medida a ? 


Solução 

Seguindo a idéia do exercício anterior, devemos “retirar” de fia os múltiplos de 

2x Para efeluarmos essa operação, lrabalhando em radianos, podemos utilizar 

uma regra prática descrita pela sequêngia. 

s escrevemos 2r na forma de uma fração de denominador 3 (o mesmo da 
fração Ee 


Temos Za = Ea 


pc DR 7 em de 
Assim, Ea [3) e 2n=6 (3) 


» dividimos 38 por B: 
38 18 


2] 6 
» oO resto 2, multiplicado por 3 dã o valor de e. 


2n 


3 


Logo, como = tem a mesma extremidade que o 20º jtque & a medida 


, ; : E 3Ba . 
da primeira determinação), = é um arco do 2º quadrante. 


Calcule a primeira determinação posiiva da familia de arcos de mesma 


extremidade que - 2Ea À 


Solução 


Como vimos no exercicio anterior, escrevemos; 


dividindo 23 por 10; 


23/10 
2 
então w' = 5 


O leitor percebeu que usamos a regra prática descrita nó exercicio 3.5 omitindo q 
sinal =, como a medida fornecida é negativa, o que fizemos foi retirar as voltas 


ette z 37 
inteiras negativas, portanto, obtivemos um arco de medida =." 


4? 


Para a obtenção da primeira determinação positiva basta fazermos agora (veja a 
figura) 


2n —- E-g = Ed 
3 N Logo, a primeira determinação positiva tem medida 
Tn 
A ce, 
LE 
P 


37) Verifique se os arcos de medidas ads e Epi são côngruos. 


Solução 

efetuando a diferença, temos: 

Fl e 2 
7|= 

são côngruos. 


Tere 5:2n (não é múltiplo de 2x). Logo, Os arcos não 


3.14. EXPRESSÕES DO TIPO a + 287 


Vamos considerar uma familia de arcos cujas extremidades se distribuem na 
circunferência trigonometrica de modo a dividila, sempre, em partes iguais. A figura 
3.25 mostra um exemplo: os pontos P, A' e P' secionam a circunferência em 3 partes 


iguais (sendo, portanto, vértices de um triângulo equilátero). Os arcos PA, A'P, e 


P'P são iguais e tem medida a ; O arco AP é tal que AP = 3 


Vamos escrever as medidas de alguns arcos cujas extremidades são, P, A ou P': 
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za 2a (H,4n 9x n 67 7x 
o AE SE E. DA SE 
— a —af ——— mim = ms 

P A: P: P 

n 2n na 7 417. 08 87057 
2 3 3'2. 8 EE 
P A P 


Não é difícil notar que qualquer dos arcos dessa familia terá medida igual à soma 


de 1 com um múltiplo de E. Se chamarmos, então, de x a medida de um arco 
o] 
qualquer dessa família, podemos escrever que x = z +Kk E ou 
RR PR 
dc a: 


onde k representa um número inteiro (positivo, negativo ou zero). isto é, k e Z. 
Se invertermos agora o processo, isto é, partindo de uma expressão como 


= 3* ka ,ondek e Z, ao atribuirmos a k os valores O, +1, +2:.... obteremos medidas 
de arcos cujas extremidades coincidem com os pontos P, A' ou P”. 


i E 7 
Vamos examinar um outro exemplo: os arcos de medidas x = Fria kr KeZ 


Dando a k alguns valores, obtemos os arcos de medidas x. que marcamos na 
figura 3.26: 


a 
R 
Len 

Ee E 


Bj 
l 


aja 
+ 
IS) 
a 
l 


r inteiro de k resultara para x a medida de um 
arco com extremidade P ou P', devemos notar 


que a expressão x = gta ; 


que pode ser escrita x = 5 =, representa arcos com extremidades diametralmente 


opostas (dividindo, portanto, a circunferência em duas partes iguais). 
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a 3 E ; 2kn 
Podemos, então, estender as conclusões a expressões do tipo Cara onde a 


é uma constante real, n é uma constante natural positiva, isto é, 
ne N'=(1:2.3,4,.) ek é um número inteiro qualquer, isto é, uma variável do conjunto 


Z. Obedecidas essas condições, podemos enunciar a seguinte propriedade 


: 2kr 
As extremidades dos arcos cujas medidas algébricas são da forma x = ur 


ocupam n pontos distintos na circunferência trigonométrica e, se n > 3, esses 


pontos são vértices de um polígono regular, de n lados, inscrito na 
circunferência. 


É imediato que, para n = 1, temos uma família de arcos de mesma extremidade 
(côngruos) e. para n = 2, temos duas extremidades diametralmente opostas. Em 
particular, nesse último caso (n = 2), é fundamental conhecer as expressões que 
fornecem extremidades nas duas interseções de cada eixo cartesiano com a 
circunferência. A figura 3.27 e a tabela a seguir mostram as extremidades e as 
expressões (k e Z): 


te 


Fig. 3.27 


Considerando, ainda, a figura 3.27, vamos fazer um resumo das principais 
expressões, reafirmando que em todas elas k é uma variável do conjunto Z. 
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Exercicios Resolvidos 


3.8) 


3.9) 


Marcar, no ciclo trigonométrico as extremidades dos arcos de medidas 


q kz 
X=2*3" onde k e Z. 
Solução 


B'3"8'76 
Então, se n = 6, as extremidades dos arcos serão vérices de um hexágono 


“ 


regular e se a = E (30º), um dos vértices está a E da origem A. Os demais 


estarão separados entre si de um arco de 3 (60º). 


Observação: é claro que poderiamos ter resolvido esse problema atribuindo 
valores a k (consecutivos) e marcando cada um dos arcos obtidos, até que se 
iniciasse a repetição das extremidades. 


Na figura abaixo, a circunferência trigonométrica está dividida em oito partes 
iguais pelos pontos À, P,, B, P; A, Ps, Be Ps Escreva uma expressão que 
represente as medidas x dos arcos com extremidades em 


a) Ps, P3 
b) Pi Pa Ps, Ps 
c) A BA,B' 


d) A PB. PA, Ps B, Pa 
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Solução 


Como a circunferência estã dividida em oito partes iguais, os pontos estão 


separados por arcos de medida q., (45º). Usando a expressão geral 


x = + 2 temos comk e Z: 


a) P., Ps: dois pontos diametralmente opostos; portanto, n = 2, usaremos, para 


tt E Rd 
u, O arco AP,, onde AP = 7: logo: X= 242 Teka 


b) Ps, P;; Pa, Ps quatro pontos separados por arcos de medidas 5 (90º); 


portanto, são vértices de um quadrado. Assim, n = 4 e usaremos 
.-Ap -.Z. co no 2kr q kz 
Ape logo: x= 7 + Z + di a) 

c) A, B, A, B. também vértices de um quadrado, então, n = 4 e usaremos, para 
u, o arco nulo (wu = 0); logo, x = O + da = “ 

d) A, P, B Pa A, Ps, B', Ps vértices de um octógono regular, portanto 

2kmr kr 

n=8. eusaremos a =0; logo, x = 0+ É “T 


Observação: as expressões que compõem as respostas desse exercicio não 
são únicas, pois o u utilizado poderia ser qualquer arco com extremidade num 


dos pontos solicitados. Por exemplo, no item b, se utilizássemos a = AP, = =, 


viria x = = 1 que é equivalente a x= Es . O critério (não obrigatório) 
adotado usualmente é atribuir a a a medida do menor arco não negativo com 


extremidade em um dos pontos dados. 


3.10) 


; kz s Ê Tm Hr ! 
Dados os conjuntos E =|» x=>— ke E F = mo ep 

j ia x-Ke e pala Eq MeZp. 
determine E wu F. 


Solução 
Se representarmos por E,, Es, Es, E, Es e Es as extremidades dos arcos da 


familia = e por F,. Fa, Fa Fu Fs e F; as extremidades dos arcos da famlha 
a kz : 
Eta marcando-os na circunferência, temos a figura. 


d r 


Como o arco AF, tem medida E e AE» tem medida E =2 | vemos que 


a 
6 
a circunferência ficou dividida em 12 partes iguais. 

Assim, podemos escrever a expressão dos arcos com extremidades nesses 
pontos: 


x=ar HE nã, Portanto, temas que E VE = (xx = o kez) 


Exercícios Propostas 


3.11) 


3.12) 


sendo À e B pontos de um eixo, determine a abscissa de A nos seguintes casos: 
a) xm=4 e AB=-1 
b) W=-5e AB=5 


A BeC são pontos do mesmo eixo, tais que x, = —3. xs= 2 e xc = —1, Determina 
a abscissa x de um ponto P desse eixo lal que: 

a) AP+AC+BP-0 

b) AP-PB-6 


no 


3.13) 


3.14) 


3.15) 


3.16) 


3.17) 


3.18) 


3.19) 
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Marque (aproximadamente) na are trigonométrica as extremidades dos 
nz o 210º. «E Sm dr 

arcos de medidas algébricas a z: 3 135º, 210º, ir A 

Calcule a primeira determinação positiva dos arcos de mesma extremidade que: 

a) —— 

b) 1418º 

c) 

d) —1070º 


Indique em que quadrantes estão as extremidades dos arcos de medidas: 
Via 


b) -2000º 

c) 820º 
317 

d) A 


Marque (aproximadamente) na circunferência trigonométrica as extremidades dos 
arcos cujas medidas são dadas por x = 7 +2kr, ke Z 


Utihzando uma figura para cada caso, marque, aproximadamente, as 
extremidades dos arcos de medidas dadas por (k e Z): 


a) x= 5 aka 


7. 
b) X= “q rka 


2ka 
Rad o 

1 2kn 
Rida da 5 

a ka 
e) otica AE 


Dados os conjuntos E - lx = atkm, k e 2| eF= q = SE eta, k zh 
determine E q F. 


Ia 


Dados os conjuntos E = (ape =—— ke z) p= [x Xx= + + k e z., 


G - | | x a determine: 
a) EnF 


3.20) 


3.21) 


b) EnGnF 

co) F-E 

Na figura abaixo, a circunferência trigonométrica está dividida em quatro partes 
td —. 

iguais pelos pontos P,, P>, Pse Ps. O arco AP, étal que AP, = E Escreva uma 


expressão que represente as medidas dos arcos com extremidades em 


a) Ps, Pa 
b) Pa Pa 
c) P,, Pa Ps, Pa 


Quantos pontos distintos da circunferência trigonométrica servem de 

extremidades para os arcos cujas medidas algébricas são dadas pela expressão 
x=(-Na+ka, 

ondeO<as2nekeZ? 
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+ 1 


Capítulo 


ia 


Seno e cosseno 


A finalidade deste capitulo é estender as noções de seno € cosseno aos casos 
de ângulos ou arcos quaisquer, istô é aos ângulos e arcos igonométricos. Assim, 
aqueles conceitos definidos anteriormente, através dos lados de um triângulo retângulo, 
passarão a ser meros casos particulares. 


4,1. SENO E COSSENO 


Recordemos inicialmente que um ponto P qualquer assinalado na circunferência 
trigonométrica (fig 4.1) determina uma familia de arcos côngruos (ou de ângulos 
côngruos) cujas medidas algébricas são dadas pela expressão: 


(K inteiro) 


Fig. 4.1 


No sistema cartesiano de eixos Ox e Oy. o ponto FP tem a sua abscissa (que é 


igual á medida algébrica OP5) ea sua ordenada (que é igual à medida algébrica OP). 
Com estas considerações estabelecemos as seguintes definições: 


| A ordenada yo = OP,, de P, chama-se seno do arco AR (ou do ângulo 
xP). 


H) A abscissa x, = OP>, de P, chama-se cosseno do arco AP tou do ângulo 
xP) 


5f 


Esses valores podem ser indicados de várias formas equivalentes. 
Ce E 
sen AP =sen xOP = sen(a + 2kr) = sen « 


E ra 
cos AP =cos xOP = cos(a + 2kx) = cos « 
Observe que as definições acima são aplicáveis a qualquer ponto da 


circunferência trigonométrica. Na figura inicial colocamos o ponto no 1º quadrante Nas 
figuras abaixo estão ilustradas outras situações: 


. Fig. 4.2 , Fig. 4.3 

Ângulos de 2º quadrante Ângulos de 3º quadrante 
V3 [-) J2 

sen 120º = sen(-240º) = e sen 225º = sen(- 135º) = E Sá 

cos 120º = cos(-240º ) = — + cos 225º = cos(-135º ) = — “2. 


Fig. 4.4 


E Fig. 4.5 
Ângulos de 4º quadrante CasoP= B 
1 
sen 330º = sen(-30º) = -3 sen 90º= sen(-270º)=1 
a º=cos(-270º)=0 
cos 330º = cos(-30º) = * cosanr= Ross ) 
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Fig. 4.6 Fig. 4.7 


Caso P = A' Caso P = B' 
sen 180º = sen(-180º) = 0 sen 270º = sen(-90º) = —1 
cos 180º = cos (-180º) = —1 cos 270º = cos (-90º) = O 


é Fig. 4.9 
Ângulos do 1º quadrante 
[= ve 
sen 0º = sen 360º = sen(-360º ) = O penso = dentro dc 
cos 0º= cos 360º = cos(-3680º)= 1 da 
cos 45º = cos(-315º) = 3 


4.2. VARIAÇÃO E SINAIS DO SENO E DO COSSENO 


Dois resultados são evidentes. Em primeiro lugar, é imediato que o máximo 
valor assumido pelo seno ou pelo cosseno de qualquer ângulo é 1 e o minimo valor é 


—1. Temos assim: 
-issenusxi1 
-i<cosux<l 


Em segundo lugar, se não nos esquecemos de que cos «u e sen u são 
exatamente as coordenadas do ponto P, isto é, P (cos a; sen q), então é fácil perceber 


59 


que Os sinais do seno e do cosseno dependem do quadrante em que esteja O ponto P 
considerado. O esquema abaixo (fig. 4 10) resume as diversas possibilidades. 


sinais do seno sinais do cosseno 
Fig. 4.10 


4.3. RELAÇÃO sen'a + cos'a = 1 
Noções básicas de Geometria Analítica: distância entre dois pontos. 


A distância entre dois pontos A e B é indicada pelo símbolo das. Se os pontos tem 
coordenadas cartesianas (Xa; ya) e (xa. Ye). a distância entre eles é dada pela fórmula 


daB = xs xa elyo- ya) 


Podemos demonstrar facilmente que a primeira relação fundamental, já 
conhecida, vale ainda após a generalização que fizemos. 


Para isso, basta observar que a distância do ponto P ao centro O da 
circunferência trigonomeétrica é igual a 1. 


Escrevemos Sop = 1. Mas as coordenadas cartesianas desses pontos são P (cos 
u; sen q) e O (0, 0). Assim, escrevemos 


Sop = Vicosa -0)? + (sena -0)? = jcos?a +sen?a. 
Então, é imediato que 
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4.4. ALGUNS VALORES PARTICULARES 


Já foram certamente memorizados os valores do seno e do cosseno para 30º, 


45º e 60º. Muitos outros valores podem ser obtidos a partir destes, de forma rápida e 
simples, aproveitando-se a colocação simétrica que as extremidades de certos arcos 
apresentam na circunferência trigonométrica. Basta examinar com atenção as figuras 
abaixo. 


“| 270º 
1-90º 


Exercícios Resolvidos 


4.1) 


Determine o valor de sen 4170º. 


Solução 


Dividindo 4170 por 360, encontramos 


4170 [360 
570 11 
210 


isto é, 4170 = 360-11 + 210. Isto significa que os arcos de medidas 4170º e 210º 
são côngruos. Sendo assim, temos 


sen 4170º = sen 210º => 
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4.2) 


43) 


44) 


4.5) 
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28 


Sendo sen x = = , Calcule cos x. 


Solução 


| 
126 
I Fo 
Temos: | 
2 

2 246 | 24 1 

= =— 1- 2 — 1 (26 = — — TT eus 
cos“ x sen x [5 | 1-55 25 
donde resulta cosx = 5 
O duplo sinal desta resposta justifica-se. Como a figura ao lado mostra, O valor 
dado sen x= 28 pode corresponder a um ponto do 1º quadrante ou a um 

1 
ponto do 2º quadrante. No 1º quadrante temos cos x = : eno2º, cosx= -z 
J=té 
Sendo sen x = E (t> 0), calcule cos x. 
1+t 
Solução 
Temos 
4292 242 4 22 
cos? x = 1-sen? PARE PO “ca mA E O bl DO 1 (1 LE A 
(1+tº) (1+tº) 
quatett)-(i-atat!)  atê 
(142)? (t+ 23 
donde resulta cos x = =EL 
1+1 


Determine o sinal de sen 1580º. 


Solução 

Temos 

1580 = 3604 + 140 
1580 [360 
140 4 


logo 1580º e 140º são medidas de arcos côngruos. Assim, sen 1580º = sen 140º. Como 
140º é do 2º quadrante, o seu seno é positivo. 


Prove que sena cos? - costa-sen'f = sena — senh 


46) 


4.7) 


Solução 


Vamos desenvolver o 1º membro lembrando que cosB = 1 — sen?p e 


cosiu = 1 - senta. 


senucos'p -— costasen'p = sen'u(1 — sen'p) — (1 — sen?y) sen?p = 
= sena - sen'a-sen'g — sen?p + sen'wusenB = sen'a — sen*p. 


Dê todos os valores de x no intervalo -2n <x< 2x tals que cosx= ag 


Solução 


A figura ao lado auxilia a visualização 
do problema. Os arcos cujos cossenos 


valem = tem extremidades no 
ponto P (2º quadrante) ou no ponto Q 
(3º quadrante) e correspondem aos 
valores em graus indicados. Essas 
medidas, expressas em radianos, são a 
resposta procurada. 

Temos 


, ?n 5m 5x 
entãox=--—- OU x=--— OU x=-—— OU X 
6 5) [o] 


Dê a expressão geral de todos os 
valores de x tais que senx = ap 


Solução 


J2 
O valor sen x = E corresponde aos 


pontos P e Q indicados na figura ao 
lado. Os arcos de extremidade P tem 


expressão geral x= = +2kn(keZ) e 
aqueles de extremidade Q tem 


expressão geral x = ás +2kr (ke Z) 


4.5. SENOS DOS ARCOS DE MEDIDAS 


Vamos examinar um processo para o cálculo dos senos de arcos cujas medidas 


à n , R 
são da forma E (com n 23, inteiro). Incluem-se nestes casos 


J3 


222 * 
3' 4'5' 6' 140 


etc. 


Primeiramente, observemos que, se dividirmos a circunferência em n partes 
iguais (N > 3), dois pontos de divisão P e Q sucessivos determinam a corda PQ, queêo 


63 


lado do poligono regular inscrito de n lados. Sua medida é indicada por tn. A figura 4.11 
dá alguns exemplos. 


c) hexágono regular (n = 6) d) decágono regular (n = 10) 


Fig. 4.11 


O ângulo POQ é a enésima 
parte da circunferência e mede, 


És (fg 412). Se os pontos P 


e Q são marcados de modo que a 


corda PQ seja perpendicular ao 
” —- + 1 
eixo Ox, . então o arco AQ tem medida 


portanto, 


nt 
-— e resulta 
n 


(n> 3, inteiro) Fig. 4.12 
Da Geometria conhecem-se as expressões dos lados dos poligonos regulares 
em função do raio da circunferência circunscrita. Temos, por exemplo: 
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(3 = 1/3 (triângulo equilátero) 


(4 = 12 (quadrado) 

(6 =" (hexágono regular) 
(ga =ty2-V2 (octógono regular) 

Go = = (decágono regular) 


Lembrando que a circunferência trigonométrica tem raio r = 1, obtemos os 


valores: 
n (3. 33 
sen 2 = 2 
alta ue 
Edi ai > 
contado 
8 2 2 
DE 
E SPRRRLET TAOS 1 e 
io 4 


Exercício Resolvido 


4.8) 


Calcule sen L. 
12 


Solução 
Vamos determinar inicialmente a 
expressão de €2 em função do raio da 


circunferência circunscrita. A figura acima 
representa um dodecâgono regular inscnto 
na circunferência de raio r. Observe que a 


medida do segmento PQ é (6 =r. No 
triângulo retângulo AAQ podemos 


—— 2 nd ins 
escrever AQ =A A-MA onde 
AQ = (42, A A=Z2re MA =r-OM 
Assim, 


tia = 2r(r - OM) 


—? —2 —2. 
Mas no triângulo retângulo OMQ temos OM =00 -MQ ,istoé, 
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2 
ow =rº [68] = 2 ; gr? 
Então, ia = a(r- E P(2- 43) 


e finalmente, (q =[y2- v3., 


Pondor = 1, obtemos 


fo-ã 


Exercicios Fropostos 

4.8) Dêosinal de cos (— 21879), 
4.10) Dê o sinal de sen (= 32959. 
4.11) Determine o velor de cos 3465º. 
4.12) Determine o valor de sen 4290". 


4.13) Dê o valor de sen 793º (utilizando a tabela que se encontra no final deste 
volume), 


la ra? 
1.14) Sendo san x = A di 


, determine Cos x. 


4.15) Sendo 42 sen x +Cos X= “2, calcule sen xe cos x. 


4.16) Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que 


a) cos San: À 


2 


Db) senx= 


NO] — 


4-Scosa Jrôsena — 


7 ALÇA 
ARE Ito NeIHE 3-5 senm d+Bcosa 


4.18) Prove que 
cos'o — sen'a = (cos a — sen q) (1 + sen cos 0) 


4 19) Prove que 
(1+senx+cos Njt= 2(1 + senx)(1+cos x) 


4.20) Prove que 
2 2 2 2 eres =1 
sen“u + sen'fj - sen“a-sen' ) + cos'e'cos'f = 
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4.21) Simplifique a expressão 
senix + cos*x + Jsenix-cos?x 


z 
4.22) Calcule sen 76 


4.23) Calcule cos E 


b7 


Tangente e 
cotangente 


Como já foi feito para o seno e o cosseno, estenderemos neste capitulo a noção 
de tangente aos ângulos e arcos trigonométricos. Definiremos também uma nova 
razão trigonométrica: a cotangente. 


5.1. TANGENTE 


Na figura 5.1 está representada uma circunferência trigonométrica. Pelo ponto A 
foi construído um novo eixo At, paralelo ao eixo Oy; esse novo eixo será chamado eixo 
das tangentes. Quando um ponto P qualquer é marcado sobre a circunferência, 


podemos traçar a reta OP, que encontra o eixo das tangentes no ponto T. A medida 
algébrica do segmento orientado AT é exatamente a ordenada do ponto T, isto é, yr = 
AT. Define-se: 


Fig. 5.1 


A ordenada yr = AT chama-se tangente do arco AP (ou do ângulo x0p). 


Indicamos: 


—. ds 
tg AP = tgxOp = tala + 2kr) = tga. 
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Observemos que a noção de tangente, definida desta forma, coincide com aquela 
que já conheciamos Basta vermos o triângulo retângulo OAT da figura 5.1, onde temos: 
cateto oposto | AT º AT == 


1 in E = T 
9 E = cateto adjacente OA 1 


Por outro lado, para o triângulo OP,P também podemos escrever 


cateto oposto PP sena 


“cateto adjacente Op, cosa 


ã sena 
o que mostra que a conhecida relação fundamental tg a = 2a continua valendo. 


a 


Para ilustrar melhor a nova definição, examine as figuras abaixo, onde são 
representadas várias situações diferentes do ponto P sobre a circunferência 


1º) ângulos de 1º quadrante 2º) ângulos de 2º quadrante 


x: — 
tg 30º = o = tg(-330º) tg 120º = -3= tg(-240º) 
Fig. 5.2. Fig. 5.3 
3º) ângulos de 3º quadrante 4º) ângulos de 4º quadrante 


mn 


tg 225º = 1 =1g (-1359) tg 315º = —1 = fo (-459) 
Fig. 5.4 Fig. 5.5 
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6º) casoP = À 


tg 90º e tg (-270º) não existem tg 180º = O = tg (-180º) 
Fig. 5.6 Fig. 5.7 
7)casoP = B' 8º) caso P = A 


tg (-90º) e tg 270º não existem tg 0º = tg 360º = tg (-360º) = O 
Fig. 5.8 Fig. 5.9 


5.2. VARIAÇÃO E SINAIS DA TANGENTE 


Os exemplos examinados mostram algumas propriedades da tangente: 


|) Enquanto P percorre a circunferência, passando de quadrante a quadrante 
até dar a volta toda, o ponto T vai ocupando todos os pontos do eixo At. Isto 
significa que tg « pode atingir qualquer valor real, isto é. não está limitada a 
variar dentro de um intervalo, como acontece com sen a e cos um. 
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|) Os sinais de tg « variam nos diversos quadrantes, conforme o esquema 
abaixo (fig 5.10) 


Fig. 5.10 - sinais da tangente 


|) Outra observação importantíssima é a seguinte nos casos particulares em 


queP=BouP=B'(verfigs.5.6e5.8) areta OP torna-se paralela ao eixo 
das tangentes e, assim, não existe o ponto T. Dizemos, por esta razão, que 
os arcos ou ângulos de medidas 90º, 270º, — 270º, — 90º, bem como todos os 
seus côngruos, não possuem tangente. Em outras palavras: 


tg [3 + 24 


(3 


não existem: (ke Z 


to Fe 2en) 


Exercicios Resolvidos 
51) Determine o sinal de tg 1197º 
Solução 
Como 1197 = 360 3 + 117 
1197 |360 
117 3 
resulta que os arcos de medidas 1197º e 117º são côngruos; logo 


tg 1197º = tg 117º Como 117º é do 2º quadrante, sua tangente é negativa. 
5.2) Sendo sen « = —0,79, calcule cos «a e tg a. 
Solução 
Temos cos*« = 1 — senºu = 1 —(— 0,79)º = 0,38 donde 
cos a = +0,38 = +0,62 
Para calcular tg «, escrevemos 
g da. boda 


Note que o duplo sinal no cosseno é +, enquanto que, para a tangente, 


escrevemos 7. Este exemplo mostra que, na resposta, quando cos a é positivo, 
Pa 


tg « é negativa e também ao contrário: se cos « é negativo. deve-se ter tg a 
positiva. São, portanto, duas soluções: 


a) cosa =-0,62 e tga=+ 1,27 
b) cosa =+0,62 e tga=-1,27 


Nas figuras abaixo estas soluções estão representadas 


Fig. 5.11 — na solução Fig. 5.12 — na solução 
a) arco é do 3º quadrante. b) o arco é do 4º quadrante. 


Dê todos os valores de x no intervalo -27<x x < 2x para os quais se tem 


do 
gg x= a ' 
Solução 


A figura ao lado auxilia a visualização do problema. Os arcos cujas tangentes 


fn 
valem a tem extremidades no ponto P (1º quadrante) ou no ponto Q (3º 


a 


quadrante) e correspondem aos valores em graus indicados. Essas medidas, 
expressas em radianos, são a resposta procurada: 
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5.4) Dãa expressão geral de todos os valores de x tais que tg x = =/3. 


Solução 


O valor tg x =-3 corresponçe aos pontos P e Q, indicados na figura ao lado 
Os arcos de extremidade FP têm expressão geral 


x =, 2a (Ke £) 


e aqueles de extremidade Q têm expressão geral x = = +2ka (ke Z). 


Podemos escrever ambas em uma só expressão: 
e a sk (Ke Z) 


(120º) 


Nei 


As 


5.5) Prove que 
2 2 
BRR o ad + aa É = cos? x-cos?y 
ClrtgoxKI+tgoy) 


Solução 
Vamos desenvolver a expressão do 1º membro. 
seny. sen x 
toy —tgx é cos? y cos” x 


(tout toy) f. san? Il serêy) 
1, Fenix | 


S 1+ 
cos“ x | cos? ] 


sen“y cos” x - sen?x cos? y sen?y cos? x - senixcos? y 
E cost x-cosé y ' cas? x-cas? y 
(cos? x + sen?x | | cos? y + sen?y | e 
cos” x N cos? y ta 


= seniy-cos'x — seníx-cos"y = 
=(1-cosy)cos'x — (1 - cosix)-cos? e 

= cosix — cosxcos'y - cos?y + cos'x-cos*y = 
=cos'x — cos'y. 
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5.3. COTANGENTE 


Tomemos um novo eixo Bs, paralelo ao eixo Ox, como indica a figura 5.13 Esse 
novo eixo será chamado eixo das cotangentes. Quando um ponto P qualquer é 
marcado sobre a circunferência, podemos lraçar a reta ÓP, que encontra o eixo das 
cotangentes no ponto S. A medida algébrica do segmento orientado BS é exatamente a 


abscissa do ponto S, isto é, xs = BS. Define-se 


Fig. 5.13 


A abscissa Xs = BS chama-se cotangente do arco AP (ou da ângulo x Õp) 


Indicamos: cotg AP = colg x Õp = cotg(e + 2kr) = cotg e. 


Observando que os triângulos OBS e OP;P são semelhantes. podemos escrever 
a proporção 


E. AL donde resulta (lembrando que OB = 1) 
OB PP 
cosa 
colgn = 
SeMNc 


e ainda, consequentemente: cotga = me 
Lo 


São estas duas novas relações fundamentais, 


Resumo das relações fundamentais vistas até agora 


123 senfu+cos u=1 
sen a 
2º gg sa —— 
Hg cos 


COS 


3ºjcotga = Ena 


o ne ty 
4ºicotga = EE 


E) 


Exercícios Resolvidos 


5.6) 


5.7) 


5.8) 


5.9) 


78 


Simplifique a expressão 
y=(1- seno) (1 + cogu) 


Solução 


cosa 
Lembrando que 1 — sen& = cosa e que cotgo= cena escrevemos: 


2 z 2 
sené a +cos a 
y=(1- seno) + colgên) = cos" q [re ea | = cos” | Fera toe E = 


sen? q sena 
2 

s pos da = cotg? u 

sen“ u 
Demonstre a identidade 
QREN  stygul 
Cotg x + cotg y 8 q 
Solução 
Vamos desenvolver a expressão do 1º membro: 

to xr ig y a igx+tgy tgx+lgy sie siga tg x-tg y á 
cotg x + cotg y alia 1 Ctgx+1gy : tg x+tg y 

tax toy tg x-lg y 

=igx-igy 


Sendo cotg x = m, escreva em função de m a expressão y = cosx — sen?x. 


Solução 
2 
Em 1º lugar, parindo da identidade cotg x= COSX escrevemos CEA 
K sen x 
z 
- E : 1 
donde I=Sen x me Desta ultima igualdade resulta sen?x = - Ajém 
seníx t+m 
: Z Z 1 m? 
disso, lemos cosx=1-—-senx=1- a 3 
i+m i+m 
Sendo assim. a expressão dada fica: 
Z 2 mê 1 
y =cos'x- sen x = FE ——s 
tem” tam 

2 
mo —1 
Isto 8, y =— 

“+41 

2 
td cotg'a 1 

Simplifique y = EEE 


1+ cotg?a 1+ tgêa 


Solução 


Escrevemos 
li ) 
cola 1 toa 1 toa 1 
i+colga Ietga 4, 1º i-tgãao i+igia 1+tgêa 
19% “a 


1 1 


dE que 2 
i+Igfa 1+tg?a 


5.4. VARIAÇÃO E SINAIS DA COTANGENTE 


Examinemos algumas situações que ilustram a definição de cotangente, através 
das figuras abaixo: 


1) ângulos de 1º quadrante 2) ângulos de 2º quadrante 


cotg 30º = cotg(-330º) = J3 cotg 135º = cotg(-225º) = —1 
Fig. 5.14 Fig. 5.15 
3) ângulos de 3º quadrante 4) ângulos de 4º quadrante 


cotg 240º = cotg(-120º) = s cotg 330º = cotg(-30º) = - 3 
Fig. 5.16 Fig. 5.17 
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5) CasoP=B 


6) Caso P= A 


cotg 90º = cotg(— 270º) = O 
Fig. 5.18 Fig. 5.19 


cotg 180º e cotg(— 180º) não existem 


7) CasoP=B' 8) Caso P=A 


Ed 


270º*al 4 


nu —90º 


cotg 270º = cotg(— 90º) = O 


cotg 0º, cotg 360º e cotg(— 360º) 
não existem 


Fig. 5.20 Fig. 5.21 


Dos exemplos examinados acima já podemos extrair algumas propriedades da 
cotangente 


|) Enquanto P percorre a circunferência, passando de quadrante a quadrante 
até dar a volta completa, o ponto S vai ocupando todos os pontos do eixo Bs. 
Isto significa que cotg « pode atingir qualquer valor real, isto é, não está 
limitada a variar dentro de um intervalo, como acontece com sen « € cos «. 


H) Os smais da cotangente variam nos diversos 


quadrantes, conforme o esquema abaixo 
(fig. 5.22). 


Fig. 5.22 sinais da cotangente 


18 


HI Nos casos particulares em que P= A ouP=Á a reta OP torna-se paralela 
20 eixo des cotangentes e, assim, não existe o ponto S Dizemos, por essa 
razão, que os arcos ou ângulos de medidas 0º, 180º, —180º, 380º, 380º, bem 
como tados os seus côngruos, não possuem colangente. Em outras palavras: 


jcotg (2kz) 


lcatg ir +2ka) e) 


não existem 


Exercicios Resolvidos 


5 10) 


511) 


Determine o sinal de cotg 882º. 
Solução 
Como 882 = 3602 + 162 
Ba? [350 
162 2 
resulta que os arcos de medidas B82º e 162º são côngruos, logo 
cotg 882º = cotg 182º. Como 162º é do 2º quadrante, sua cotangente é negativa. 


Sendo cos a = —9,41, caleule sen a, tg e. e coig a. 


Solução 


Temos sena = 1 - cos?e = 1 (-0,41)º = 0,83 donde sen «a = + 0,91 
Para calcular tg w escrevemos 
- sena +0,91 


= = =7222 e para calcular cotg « escrevemos 
cosua -—D,41 E P 9 


tg a 


cosa 041 
sena 0,91 
O problema tem, portanto, duas soluções que estão ilustradas nas figuras 
seguintes: 

a) sena =*051, tgr=-222. cotgo=-045 
b) sena =-091, tgo = +2,22 cotg n = +45 


cotga = E 70,45 


Fig. 5.23 — Na solução 
aj o arco é do 2º quadrante 


na 


5.12) 


5.13) 
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Fig. 5.24 — Na solução b) o arco é do 3º quadrante 


Dê todos os valores de x no intervalo -2n <x<2r para os quais se tem cotg x = 
-1. 


Solução 


A figura abaixo auxilia a visualização do problema. Os arcos cujas cotangentes 
valem —1 tem extremidades no ponto P (2º quadrante) ou no ponto Q (4 


quadrante) e correspondem aos valores em graus indicados. Essas medidas, 
expressas em radianos, são a resposta procurada: 


Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que cotg x = =43 


Solução 


O valor cotg x = -./3 corresponde aos pontos P e Q, indicados na figura abaixo. 
Os arcos de extremidade P tem expressão geral 


5n 


X="5 +2km (ke Z) 


11; 
e aqueles de extremidade Q tem expressão geral x = a +2ki (ko TZ). 


; 5x is 
Podemos escrever ambas em uma só expressão. x = s +kn (ke) 


Exercicios Fropostos 


5.14) 


5.15) 


5.16) 


5.147) 


5.18) 


5 19) 


5 20) 


Determine o sinal de. 


a) to 932º d) cotg a 
b) cotg(-12679) e) o(-28) 
c) tg 1388º 9 cotg( - 25%) 


Sendo sen x = s calcule cos x, tg x e colg x. 


Sendo cos x=-0,80, calcule sen x, tg x € cotgx. 


Sendo tg x = s | calcule colg x, sen x e cosx 


Sendo colg x = 2,00, calcule tg x, sen x e cos x. 


) (t>0) calcule cosx, tgx e cotg x. 
+1 


Sendo sen x= 


tê 


No exercício anterior, determine os quadrantes em que podem estar os arcos de 
medida x nos casos. 


1 
a) tez 
b) t=3 
cj t=— 
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5.21) Sendo cotg x =m, calcule cos x. 
5.22) Seigx= ide , Calcule cos x. 


5.23) Dado que 3cos'x — sen?x = 2, calcule tg x e cotg x. 
5.24) Dado que (a — 1)sen'x + (a + 1jcos'x= a, calculetgx e cotg x, 


5.25) Determine os valores de m para que se tenha, simultaneamente: 


êm-— 3 am —1 
tiqx = = e Cotgx = 


am 
5 28) Determine todos os valores de x no intervalo -2r < x = 2x, que satisfazem à 
condição, 
a) tgx=-1 
3 
b) colgx= ae 
Cc tlgx=— J3 
d) cotgx=-43 
ey tgx=0 
5.27) Delermine todos os valores de x no intervalo -m x x « m que satisfazem a 
condição: 
a) colgx=-—1 
Db) igx= 3 
cj cotgx = -3 
J3 
d) tgx= “4 
e) cotgx=0D 
528) Dê a expressão geral de todos os valores de x tais que: 
a) tgx=0 
b) cotgx=—1 
CO tgx= Ri] 
d) cotgx=0 
3 
E = -+— 
| tgx à 
f igêk= 1 
9) cotg'x=3 


h) lgx+cotgx+ 2=0 


5.29) Sendo À e E arcos de 1º quadrante, tais que sena E ane ds 210 


1 
senB 2 cosB 5 
determine tg Ae tg ê. 
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5.30) 


5.31) 


Simplifique cada uma das expressões dadas abaixo: 


a) y=cotgetgesena + Igocolg «cos a 
b) y=senacosa iga 

— cose(l+ sene) 

— cosa-tga 

d) y=igasena * cosa 

e) y= (1 +tg'o) (1 + colgia) (1 - costa) 


c) 


e cotgu 
a ue 1+ tga 
9) v=2cosa - sena (cotga - tgo) 
tg? a 
h =—E— 
'y i+tge 


” tgu ” coige 
rtgde)? (14 cotgia)? 


Prove as identidades seguintes: 
a) (tga+cotgo)sencacosas 1 
(-tg a 


5 = 2cos* 2 —1 
trigêa 


b) 


c) [(cotga + cos «)' — (cotg a — cos a)” = 1B(cotg'e — cost) 
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Capitulo 


6 Secante e 
cossecante 


* 


6.1. SECANTE E COSSECANTE 


Sendo au a medida de um arco trigonométrico qualquer, podemos definir as 
noções de secante e cossecante da seguinte maneira: 


(se cosa * 0) 


Os a 


Estas duas novas razões trigonométricas admitem também uma representação 
geométrica, como acontece com as demais. Na figura 6.1 está representado o ponto P, 
extremidade do arco de medida a Por P conduz-se a reta u, tangenciando a 
circunferência Esta reta determina os pontos V (sobre o eixo Ox) e W (sobre o eixo Oy). As 


medidas algébricas OV e OW são, respectivamente, a abscissa de V e a ordenada de 
W. Temos 


Fig. 6.1 


seca=0OV e cosseca= OW 
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Para confirmar este fato, basta ver os triângulos retângulos: 
a) AOPV - AOP,P 


its, donde OV mw gua = 
OP OPz OP, cosa 
e assim, OV = sec a 

b) AOPW - AOP>P 
e dam. donde OW == 1 


e, assim, OW = cossec a 


6.2 VARIAÇÃO E SINAIS DA SECANTE E DA COSSECANTE 
Algumas propriedades da secante e da cossecante podem ser observadas. 


W) Como os pontos V e W sempre se situam no exterior da circunferência, as 
suas distâncias ao centro nunca são menores do que o raio. Assim, temos 
seca s-1 ou seco 21 


cossecux<x-1 ou cossecaz1 


1) Os sinais de sec « e cossec a variam nos diversos quadrantes conforme os 
esquemas abaixo: 


sinais da secante sinais da cossecante 
Fig. 6.2 


Os sinais da secante obedecem ao mesmo esquema dos sinais do cosseno, 
enquanto que os da cossecante obedecem aos do seno. 


HI) Observa-se também que sec a não existe para os arcos de extremidades em 
B ou B' (pois cos a = 0), enquanto que cossec a não existe para os arcos de 
extremidades em A ou A' (pois sen «a = 0). Sendo assim, 


m 
|seo[ E +kr] 


não existem (keZ) 


E (Km) 


IV) Valem as seguintes relações: 


sec? a =1+ (ga 


cossecêa = 1+cotg'a 


Para deduzi-las, procedemos assim: 


2 2 2 
sentu  cos“u-+senta 1 
a) tetgia=t+ STS O O. = sec?u 
cos“ « cos“ a cos“ a 
2 2 2 
cos“ a sen“a-cos a 1 
Db) 1+cotg =, Es ED. —— = cossec?u 
sen“a senêa sen“a 


6.3. RESUMOS 


1) Definições 


sena=yp=OP; 
cos a=xp =OP2 
tg a=YyT =AT 

cotg a=xs=BS 
seca=xy=OV 


cossec a=yw= 


2) Variação 


a) -isxsenu<1 
b) -i<xcosax<1 


c) tg « e cotg « assumem qualquer valor real 
d) seca <-Touseca 21 
e) cossec q <-10u cossec q >1 


3) Sinais 
seno e cosseno e tangente e 
cossecante secante cotangente 
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4) Relações fundamentais 


1) sen?a+cos?a =" 5) sec a= 
cosu 


2) igm= cê 


6) cosseca = 
cosa sena 
cosa 


a Dias 2 
3) cotg a 7) sec“ ow =1I+rtgéa 


4) cotga= = 8) cossec?a = 1+ cotgêu 


e Voa ge md SS 


5) Condições de existência 


[0 8 
jexistem para qualquer arco 
[94 


tg ex 
| - fnão existem para a = 2 +kr (ke Z) 
seco 2 


cotga x 
não existem para a=kn (ke Z) 
cossec a 
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&) Alguns valores particulares 


EDEMA ME 
não não 
existe gxiste 


E 2 ss ma 7x 
300º B | 4 y3 E | dE 
EQEIHEIEIE Et ET 
-a7 (o não não 
existe existe 


120º 


* 
Iê 
aaa 
cas 


—225º 


«210º 


-180º 


=150º 


al Sha 


I 
Ie 
NM 
| = 


=" 


| 5 
TIE 4 
o 1 5 2d | 4a 2x 
=| 20 — — coli =) NE Ae adia piddal 
E FIEM 3 3 
não não e ST a 
existe existe 2 o: 
1 a fa 243 Sr x 
Si? o Eae bah E A ci ar Ava 
J2 = — fa q 
E [= 
É 
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Exercícios Resolvidos 


8.1) Sendo coig «a = —D60, calcule tg a, cossec «a, seno, cosa es o. 


Solução 


Começamos escrevendo 


o DN 
colg q  -O,B0 
Em seguida, como cossecia = 1+ cotgia, 


temos cossecia = 1 + (-0.60)º = 1,35 donde cossec q = t 1,17 
Dai vem, medialamente: 


= =1,57 


.———— = —— =+0,85 
RR cossec a +11? 


cosa 
Para calcular cos «q, podemos escrever ER 
donde cosa = (+0,25) - (-0,60) = 7 0,51 
e, sendo assim, 


1 
secn= =——— 1,95 
Es cosa q0,91 “E 


Temos, portanto, duas soluções: 
a) sena =+0,85 

cos a =-0.51 

tgo =-1,87 

cotg e = —O,60 

seca =-1,96 

cossec = +1,17 


Db) sena =-0,85 
cos a =+0,51 
iga=-1,67 
cotg x = —0,60 
SEC 4 =+1,95 
cossec q =—1,17 


Estas duas soluções estão ilustradas nas figuras abaixo. 


solução a) (2º quadrante) solução b) (4º quadrante) 


s0 


= cotg q = cos «= sen mc cotg na 


62) Proveque 
cossec'a — cossecia = cotg'a + cotg'a 


Solução 


Lembrando que cossec'u = 1 + colg'e, podemos escrever 
cossec'a — cossac'a = cosseciu |cossecu — 1] = 

= (1 + cotg'a) [11 + cogu) = 1] = 

= (1+ colgia)- cotg'a = cotg'e + colga 


63) Prove que 
sec xrtgx sec x-tgx 


— E = 2(sEC X— COSSsec X) 
cossec x+cotgx  cossec x-colg x 


Solução 
Partindo da expressão do 1º membro: 

secx+igx  secx-tgx 
Cossec x +cotg x cossec x-cotg x 
“(sec x+tg xJcossec x —cotg x)-(sec x— Ig x)(cosseç x+ cotg x) 
à (cossec x+cotg x)icossec x - colg x) 
O denominador desta fração é igual a 

cossecix — colgx = [1+cotgx) - cotg'x = 1 

Podemos então desenvolver o numerador; 


SEC X-COSSECX — sec x-cotgx + tg x-cossecx — !Q X-COlg x — SEC XCOSSEC x — sec 
x-colg x + tg xcosssec x + tg x-cotg x = 2(tg xcossec x - sec x:colg x) = 
[sen x 4 q Cós a 4 1 


-——— | = Z(5€0 X —- COSSEC X) 
| cos x SENX COSxX sen x) | cos x senx 


6.4) Sendoseco-lga=a (ax 0), calcule sen a 


Solução 

do o gSenca 
cosu cosa 
donde a cosa =1-sena 
Elevando ao quadrado, resulta 

a“cos'a = (1 — sen o)” 

isto é, 2/1 - sen?o) = (1 - sen 0)? 
ou a“(1 — sen q) (1+ sen q) — (1 —-sen = 
eti-sena)la(l+sencm)-(1-senç)]=0 


Podemos escrever 


Hã dois casos a considerar: 


1) 1-seno =0, donde sen a = 1. Esta resposta é maceitável, pois teriamos cos 
e =0Qe assim não existiriam seca e Iga. 


2) at +seng)-[1-seno)=0 


a1 


Desta equação tiramos 
2 


Fa 


1-a 


senm= 
l+a 


Exercicios Propostos 


6.5) Dado sen x=-—0,80, calcule as dernais razões trigonométricas de X. 


66) Dado tg x= a , calcule as demais razões trigonométricas de x. 


6.7) Dado sec x=- 


mp 


, caleule as demais razões trigonométricas de x. 


68) Dado sec x = Vt2 41 (t = 0), calcule as demais razões trigonométricas de x. 


89) Sendo cossec x = m, calcule tg x. 
6.10) Determine os valores de p para Os quais é possivel a igualdade sec x = 2p'—1. 
6.11) 


Determine m para que se tenha, 


simultaneamente: tg x = Im + 3 e 
seCx=mMm+2. 


o m+n 
6.12) Sendo m e n números positivos tais que cossec x CREURE) determine 
req + n) 


tg x. 


6.13) Simplifique as expressões: 
(A+sen a 
é ps sec a+tga 
Db) y = (secy- seca) cos'a 
O y= cossec u-Cotga cossec a +cotg a 
cossec x +coly qa cosseca-coig À 
d) y=(Í-cos a) (cosssec a + cotg «) 


5.14) Prove cada uma das identidades seguintes: 


a) (1-colgx) + (1-tgx) = (secx-cossec x) 
b) sec x-cossec x | tgx-cotg x 
ig x+ cotg x SPC X+COSSEC x 
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Capítulo 


4, 


7 Redução ao 
1º quadrante 


No final deste volume temos uma tabela de senos, cossenos, tangentes e 
cotangentes com as medidas dos ângulos (ou arcos) variando desde 0º até 90º. Como 
poderiamos utilizá-la em casos como 129º, 258º, 334º, — 3427º etc.? 

Em casos como estes, fazemos uma simplificação especial, chamada redução 
ao primeiro quadrante, que aproveita as simetrias apresentadas pelas extremidades 
dos arcos trigonométricos. Inicialmente, examinemos um exemplo para depois 
enunciarmos a regra geral. 


Exemplo 


Desejamos determinar as razões trigonométricas de a = — 3118º. Dividimos 3116 
por 360 e descobrimos que -3116º é côngruo a 236º. A este valor somamos 360º, para 
obtermos a primeira determinação positiva: 

-236 + 360º = 124º (2º quadrante). 

Observe agora a figura abaixo. Se conduzimos pela extremidade P do arco de 
124º uma reta paralela ao eixo Ox, obtemos o ponto Q do 1º quadrante correspondente 
ao arco de medida a* = 56º. 


3116 [360 
236 8 


Este novo arco tem (como é fácil perceber) as mesmas razões trigonométricas 
dos arcos de 124º e -3116º consideradas em valor absoluto. Na tabela encontramos 
sen 56º = 0,8290 
cos 56º = (,5592 
tg 56º = 1,483 
cotg 56º = 0,68745 
e calculamos também 
sec 56º = 1,788 
cossec 56º = 1,206 
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Finalmente, lembrando que no 2º quadrante somente o seno e a cossecante são 
positivos, obtemos o resultado: 


sen (-3116º) = +0,8290 cotg (-3116º) = —0,6745 
cos (-3116º) = —0,5592 sec (-3116º) = —1,788 
tg (-3116º) =-—1,483 cossec(-3116º) = +1,206 


Regra geral 


Dado um arco de medida a (de qualquer quadrante), podemos sempre 
determinar um arco de medida a* entre 0º e 90º que tem as mesmas razões 
trigonométricas do arco dado, em valor absoluto (isto é, com exceção do sinal, que 
pode não ser o mesmo). Se a, indica a primeira determinação positiva correspondente à 


medida dada, então o valor de a” pode ser encontrado conforme a tabela seguinte, 
ilustrada claramente através das figuras. 


2º quadrante 
3º quadrante 
4º quadrante 


Fig. 7.1 Fig. 7.2 Fig. 7.3 


Exercícios Resolvidos 


7.1) Determine, com o auxilio da tabela, as razões trigonométricas de a = 1833º 
Solução 


Primeiramente reduzimos a medida 


1833 |360 
33 5 


“4 = 1833º à sua primeira determinação positiva, que é a = 33º. Como se trata de 
um arco do 1º quadrante, basta consultar a tabela: 

sen 1833º = sen 33º = 0,5446 

cos 1833º = cos 33º = 0,8387 

tg 1833º = tg 33º = 0,6494 

cotg 1833º = cotg 33º = 1,540 
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7.2) 


e, em seguida, calculamos 
1 
Dm = 
sec 1833º = cos 18335 1,192 
1 


= > = 
cossec 1833º = TRE 1.836 


Determine, com o auxilio da tabela, as razões trigonométricas de q = —1218º. 


1218 |360 
13. 3 

A primeira determinação negativa correspondente a a = -1218º é -138º 
Somando 360º, obtemos a primeira determinação positiva: a, = 222º. Trata-se de 
um arco do 3º quadrante, logo a* = 222º — 180º = 42º Na tabela encontramos 
sen 42º = 0,6691 ” 
cos 42º = 0,7431 
tg 42º = 0,9004 
cotg 42º = 1,111 


Solução 


e calculamos 
sec 42º = 1,346 
cossec 42º = 1.495 


222º a 
Finalmente, lembrando que no 3º quadrante 
somente a tangente e a cotangente são positivas, escrevemos 
sen (-1218º) = —0,6691 cotg (-1218º) = +1,111 
cos (-1218º) = —0,7431 sec (-1218º) = —1,346 
tg (-1218º) = +0,9004 cossec (-1218º) = 1,495 


Exercicios Propostos 


7.3) 


7.4) 


Utilizando a redução ao 1º quadrante e os valores da tabela, calcule: 
a) sen 115º 

b) cos 263º 

c) tg 321º 

d) cotg 376º 

e) sec 506º 

f) cossec 584º 

9) sen (-4329º) 

h) cos 5230º 


) tg (-208º) 

Calcule sen A + cos A + tg A, sendo 
o And 

b) As a 
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Capitulo Tl 


Equações simples 


E aaágo 


8.1. INTRODUÇÃO 


Trataremos neste capitulo de alguns tipos simples de equações trigonométricas. 
São consideradas equações trigonométricas aquelas nas quais a incógnita figura 
submetida a seno, cosseno, tangente etc. Por exemplo 

2senx + 3Jcosx=5 


E 
tgx-sen 3x = 2 


2x=2 


á " 
4 sec|3x+Z |-cos 
e) 

A variedade dessas equações é imensa. Começaremos examinando os tipos 
fundamentais, cuja resolução pode ser sistematizada. No capitulo 12 serão vistos outros 
tipos que exigem a aplicação de recursos mais potentes, como as fórmulas 
trigonométricas Não hã, infelizmente, uma teoria ou uma regra que se aplique a 
qualquer tipo de equação trigonométrica. 


8.2. CONJUNTO-UNIVERSO E CONJUNTO-SOLUÇÃO 


Resolver uma equação em um conjunto-universo U significa determinar todos 
os valores de x pertencentes ao conjunto U que, colocados no lugar da incógnita, 
transformam a equação numa sentença verdadeira. Por exemplo, se desejamos 
resolver a equação xº = 16 no conjunto-universo U = (0; 10], dos valores x = +4 deve ser 
escolhido apenas o positivo, que pertence a U. Assim, o conjunto-solução é S = (4). Se 
desejamos resolver a equação no conjunto-umverso U = K, então o conjunto-solução é 


S=(-4; 4). 


8.3. EQUAÇÃO DO TIPO cos x =a 


Considere o seguinte problema: 


Resolva a equação cos x =a 
No conjunto-universo U = [0, 2x] 


Devemos determinar todos os valores de x pertencentes ao intervalo O < x s 2x para 
os quais se tem cos x = a Levando-se em conta que —1 < cos x < 1, temos vános casos a 
considerar: 
1º)a<-1 oua> 1, A equação é impossivel e tem-se S = d 
2º)a = —4. Para que se tenha cos x = —-1, o arco de medida x deve ter 
extremidade em A' (como na figura 8.1). É imediato, neste caso, que 
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S = (x 


Fig. 8.1 


3º%)a = +1 Para que se tenha cos x = +1, o arco de medida x deve ter 
extremidade em A (como na figura 8.2). 
E imediato, neste caso, que 
S=(0; 27) 


Fig. 8.2 


4º) -1<a<1. Imagine que é assinalado no eixo das abscissas o ponto de abscissa 
a. A reta conduzida por esse ponto, paralela ao eixo das ordenadas, determina os 
pontos P e Q, extremidades dos arcos que constituem a resposta do problema. 
Observando a figura 83, indiquemos por xo a medida daquele arco 
correspondente ao ponto P. Temos O < xo <7n. O arco de extremidade Q tem 
medida igual a 2x — xo. Sendo assim, o conjunto-solução fica S = (xo; 2x — Xo) 


Exemplo 


Seja resolver a equação COS X = -s. no conjunto-universo U = [0. 27]. O valor 
cos x = -3 corresponde aos pontos P e Q Para o primeiro, temos x, = E e para o 
47 


segundo, 27 —- xg =——. 


Assim, 


8.4. NOTAÇÃO arc cos a 


Tomemos a equação cos x= a, para-—1 <a< 1. Dos pontos P e Q obtidos, seja P 
aquele que se situa no 1º ou no 2º quadrante O valor xo correspondente é tal que O < 
Xo < x. À este número xo dá-se o nome de arco-cosseno a e Indica-se 


Xo= arccos a 
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Assim. de todos os números reais X para os quais se tem cos x = a, a notação 
arc cos a indica apenas aquele que se encontra no intervalo [0, x). Por exemplo, à 
ido MU : 2x 4x ár "7 ato 
condição cos x =- z é satisfeita para x = a Ux=— OU K=—— ie ' 


Entretanto, apenas o valo” xg = a pode ser representado por essa nova rotação: 


Em resumo: 


à condição 
are cos a =x 


equivale a 


| COS X =a 
|com-15a51 eblexer 


A notação arc cos a facilita escrever as respostas das equações do tipo visto 
acima: o conjunto-solução da equação cos x = a (com -1 sa x 1) no conjunto-universo 
U=[0O 2n] é 


So =jarc cosa; 2x — alc cos a) 


Exercicios Resolvidos 


8.1) Resolva a equação cos x= + no conjunto-universo U = [0; 2a]. 


45] —a 


Solução 


Basia escrever o conjunto-solução 8 = faro cost: ên-arç cos 5) 


| 
B2) Resolva a equação cos x = ag + NO conjunto-universo U = [0; 27). 
Solução 


Temos arc cos (6). sa e 2x- arc cos( E =2n- 27 Cê: 
2 [») 2 J 
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8.3) Resolva a equaçãocos x = ms no conjunto-universo U = [0. 27] 
+ 


Solução 


Observando que D < — «1, basta Escrever 
+m 


L 5: 21—-art cós | 
i+m 1+m 


S= lare cos 


B 4) Resolva a equação cos x = 2 sen é no conjunto-universo U = [0. 27] 


Solução 


Temos cosx=2 3 = 1. Como arc cos 1 = O resulta que 


x=0 oux=2n-0=2x eassim S=[0 27) 
B5) Sendog=ar cosa (-1 sas 1) calcule sen. 
Solução 


A condição « = arc cos a com-i sas 1 equivalea cosq=acomb<seasa De 
à 
cosmw=a obtemos sena = 1-cosa = 1-2. 


, 
e então senu= +W1-a? 
Entretanto, como D sa £ x, resulta que sen q não é negativo e assim: 


f 2 
sena = +«v/]-a 


8.5. CONJUNTO-UNIVERSO U = R 


Considere o seguinte problema: 


Resolva a equação cos x = a 


no conjunto-universo U = !&, 


A equação somente é possivel se—1 <a < 1, Nesse caso, assinalados Os pantos 
Pe Q que correspondem ao valor cos x = a, não devemos limitar a resposta aos 
valores xy e 2n — xp mas, ao contrário, é preciso considerar todos os arcos que tem 
extremidades em P ou Q ássim, escrevemos para o ponto P: 
x=x +2Zknike Z)e paraoponto O x=— + 2kr (K e 7) onde x = arc cos a O 


conjunto-solução pode ser esciito. 
S=(xeR|x=tarccsa+2kr(ke £) 


101 


Exemplo 


Seja resolver a equação cos x = 5 no conjunto-universo U = R. 


1 


Como xo = arc cos 5 


Ia 


, basta escrever S=(x e R|x= es + 2kr (k e Z)) 


Exercícios Resolvidos 


8.6) Resolva a equação cos x = 5 no conjunto-universo U=R. 
Solução 


Como arc cos [- Ia = , basta escrever 


3 N9i= 


S=(xe J|x= + 2kr (ke 7) 


8.7) Resolva a equação cos [2x + 2) =- o no conjunto-universo U = R. 
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8.8) 


Solução 


Comoarecos |-=— |= —- , temos 


E jsr - 
SX + = E + 2kn (Ke £) 


donde resulta 


Resolva a equação cos 2x = 5 no conjunto-universo U = * 


Solução 


Devemos ter 2x=+ are cos - + 2kr (k e E) e assim 


arc costa ka dk e z3| 


4 
S-[xeRIx= 15 3 


Exercicios Propostos 


8.9) 


8.10) 


8.11) 


8 12) 


Resolva cada uma das equações dadas abaixo no conjunto-universo LU = E. 


J3 
a) cosx = 
D) enSiracal 

3 
c) cos3x = + 

3 


Resolva as equações do exercício anterior no conjunto-universo U = (O. 27). 


Sendo x = are cos ê | calcule cotg x. 


Calecute y = cotg (arecosaj sendo-i <a <1 


8.6. EQUAÇÃO DO TIPO senx=a 


Um tratamento análogo ao que demos para a equação do lipo cos x = a pode ser 
utilizado para a resolução do seguinte problema: 


Resolva a equação sen x = à 
no conjunto-universo U, 
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Lembrando que —1 < senx< 1, é claro que a equação só é possivel se 
—1 <sas1. Seo ponto de ordenada a é assinalado no eixo das ordenadas, então a reta 
conduzida por esse ponto, paralela ao eixo das abscissas, determina os pontos P e Q 
sobre a circunferência tngonométrica (conforme a figura 8.6). Indiquemos por x a 


a A 
medida do arco correspondente ao ponto P, tal que -2E% s5: Os arcos de 


extremidade em P tem medidas iguais a xo + 2kr e aqueles de extremidade em Q tem 
medidas iguais a x — xo + 2kr. Se O conjunto-universo é U = E, o conjunto-solução fica 


S=ixeRix=x+2kr OU x=7-xo+2kx(K e Z)) 


Fig. 8.6 


Exemplo 


Seja resolver a equação sen x = -5 no conjunto-solução U = R. 


O valor senx=-5 corresponde aos pontos P e Q Para o primeiro, temos 


7 : 
Xo = -s e para o segundo, xa -xo= = - Assim, 


S-[xeRIx=-S+2r ou x = TE + 2ka (k ez) 
| 


Caso o conjunto-universo seja U = [-2x; 27], obtemos 


S= REL SE fa. lx 
D' 6 b' & 


8.7. NOTAÇÃO arc sen a 


Fig. 8.7 


Consideremos a equação sen x = a, para -1 <xas 1. Dos pontos P e Q obtidos. 
seja P aquele que se situa no 1º ou no 4º quadrante. O valor xo correspondente é tal 
n 


2 <Sx9 < TZ A este número xo dá-se o nome de arco-seno a e indica-se x, = arc 


que - 3 


sen a. 
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Assim, de todos Os números reais x para os quais se tem sen x = a, a notação 


x 


a E . A 
arc sen a indica apenas aquele que se encontra no intervalo |-= | Por exemplo, a 


EE es 
as a 77 137 
condição sen x= a é satisfeita para x = E ou x= Eus ou x=--=—— 0uUx=—- etc 

2 (o) 6 6 õ 

Entretanto, apenas o valor xp = E pode ser representado por essa nova notação: 
1 q 
arc sen— = — 
2 6 


Em resumo: 


A condição 


arc sena=x 
com-1<sax<1 


Exercicios Resolvidos 


8.13) Resolva a equação sen x = É no conjunto-universo U =R. 
Solução 
Observe a figura. Para o ponto P, temos x = arc sen [-&| + 2kr e para o ponto 
" 


Q x=7x-arcsen (-5) + 2kr. Assim, 


S=(xe RIx= arc sen(-2) + 2knoux=x-—arcsen [-5)+ 2m (k e Z)) 
/ , 


89] Xo = arc sen (- 2) 


8.14) Resolva a equação sen x = -É no conjunto-universo U = (0; 27]. 
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Solução 
Observe a figura. Para o ponto P, temos 


x, = 21 + arc sen [É] e parao ponto Q, x =7m-—arc send [-É| 


xy = arc sen (- £) 


ê 2 2 
Assim, S= li sen(-5] | n-arc sen(-3)) 
t 


8 15) Sendo o =arcsena(-1<ax< 1), calcule cos a. 


Solução 


“ 
A condição « = arc sen a, com-—1 <ax< 1, equivale a sen « = a. com -3 4 gus=> 


e 


PA e 
De sen a = a obtemos cosa = 1 - sena =1- a e então 


ê nº = a 
cos q = +/1-a2 . Entretanto, como -—ss0s 2º resulta que cos a não é 


negativo e assim cosa =+V1-a?. 


8.16) Sendoa=arcsena(-í<ax 1), calculetg a 
Solução 
Temos sen « = a e (conforme o exercício anterior) cos a = aq -a? . Assim, 
sen a a 
tg a= = 


cos a va eae 


Exercícios Propostos 


8.17) Resolva cada uma das equações dadas abaixo no conjunto-universo U = K. 


J3 


a) sen = 


b Ê 1-2 
) ii x q 3 
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c) senx= 


aja 


1 


d) sen(2x+4)= 3 


8 18) Resolva as equações do exercicio anterior no conjunto-universo U = [0; 27] 


8.19) Sendo x = arc sen é , calcule tg x. 


8.8. EQUAÇÃO DO TIPO tg x =a 


Vamos examinar o seguinte problema: 


Resolva a equação tg x = a 
no conjunto-universo U 


Fig. 8.8 


Esta equação admite solução qualquer que seja à e K, pois tg x pode assumir 
qualquer valor real, Se o ponto T (1; a) é assinalado no eixo das tangentes então a reta 


OT determina os pontos P e Q sobre a circunferência trigonométrica (conforme as 
figuras). Indiquemos por xo a medida do arco correspondente ao ponto P, tal que 
-3 <Xo < 3º Os arcos de extremidade P tem medidas iguais a xo + 2kr e aqueles de 
extremidade Q tem medidas iguais a 7 + xo + 2kr. As duas expressões podem ser 
resumidas em uma só, escrevendo-se xo + kr. Assim, se o conjunto-universo é U=R, 0 
conjunto-solução fica 


S=(xeR|x=xotkr(ke Z)) 
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Exemplo 


Seja resolver a equação tg x = — Ee) no conjunto-universo U = 7 O valor 
E: K 
tg x E corresponde aos pontos P e Q. Para P. temos x,  < e para Q, 
T+ Xg ==> . Assim, 


: à 
S=ixeR|x=-Seka (ke 7), 
É claro que este mesmo conjunto-solução poderia ser escrito também nas formas 


S-[xerix= Taz ou xe-E ren (xe) 


ou S = [xerIx- SE ekr (ce 2)) 
| 


todas equivalentes. 


8.9. NOTAÇÃO arc tg a 


Considere a equação tg x = a. Dos pontos P e Q obtidos. seja P aquete que se 


situa no 1º ou no 4º quadrante. O valor xo correspondente é tal que -3 <xXg< >. 


2 


fig. 8.9 
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A este número xo dá-se o nome de arco-tangente a e indica-se xo = arc tg a. 
Assim, de todos os números reais x para os quais se tem tg x = a, a notação arc 


tg a indica apenas aquele que se encontra no intervalo aberto = . Por exemplo, 
a condição tg x = —1 é satisfeita para 
xe x=-E RR end etc 
E TE a 
Entretanto, apenas o valor xo = - pode ser representado por essa nova 
notação: 
n 
arc tg(—1) = -2 
Em resumo: 


A condição equivale a 


[are tga=x 


Exercícios Resolvidos 
8.20) Resolva a equação tg x = — 2 no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Observe a figura Para o ponto P, temos 


x=arctg(-2)+ 2kr e parao ponto Q, x=n +arctg(-2) + 2ka. 
Indicando ambas as expressões por meio de uma só, temos 
S=(xeklx=arctg(-2) +kr(ke Z)) 
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8.21) Resolva a equação tg x = —2 no conjunto-universo U = [0; 27). 


Solução 


Observe a figura. Para o ponto P, temos 


--Xp=arctg (-2) 


x =2x+arctg(-2) e parao ponto Q, x) =x + arc tg(-2). 
Assim, 
S=(2x+arctg(-2): x +arctg (-2)) 


8.22) Sendo a = arc tg a, calcule cos a. 


Solução 


A condição « = arc tg a equivale a tg « = a, com -— DL cn<s 


5 5º De tg «u = a tiramos 


secia=1+tga=1+a! 


- 1 
E) eentão cos a = 


donde cos? a = sa 
i+a Vi + a? 


x x = a : á 
Entretanto, como pad < 2: resulta que cos aq não é negativo e assim 


cos q = 


1 


Visa? 


8.23) Resolva a equação tg'x + tg x - 2 = Ono conjunto-universo U = [0; 2x] 


Solução 


Pondo tg x = y, a equação fica y + y-—- 2 = O donde se obtem os valores 
y=1ey=-2. Há, portanto, 2 casos: tg x = 1 ou tg x = —2, ilustrados na figura. Há 
4 valores de x que satisfazem, correspondentes aos pontos P.Q, Re S. Temos 


paraPx=5 

5n 
ara Q:x = — 
para Q: x 4 


para R: x=2n + arc to(-2) 
paraS:x=mr+arctg(-2) 


14141 


e assim 


( 
S= , E =. 2n+arc tg(-2): x+arc to(-2)) 


O 


1.10. NOTAÇÃO arc cotg a. EQUAÇÃO DO TIPO cotg x=a 
Consideremos a equação cotg x = a em um conjunto-universo U. Se o ponto S (a; 


1) é assinalado sobre o eixo das cotangentes, então a reta OS determina os pontos P e 
Q sobre a circunferência trigonométrica (conforme as figuras). O ponto P é aquele que 
se situa no 1º ou 2º quadrante Seja xy a medida do arco correspondente ao ponto P, 
tal que O <xo<r À este número xo dá-se o nome de arco-cotangente a e indica-se xo 


=arc cotga 
Por exemplo, tem-se 


arc cotg 43 = z 


arc col(-) = E 


Fig. 8.10 
Em resumo: 


A condição equivale a 


cotg x=a 
larc cotg a = x| 
PR o Se ne eUO<x<r 
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Sendo assim, se O conjunto-universo da equação coig x= a é U =x o conjunto- 
solução pode sempre ser escrito 
S=[(xeRIx-arecoiga+kr (ke Z) 


Exercícios Resolvidos 


8.24) Resolva a equação 3cotg'x — 2cotg x — 1=Q no conjunto-universo U= E. 
Solução 


Pando cotg x = y, a equação fica 3y” — 2y —- 1 = D donde se obtem os valores y = 


tey= e ilustrados na figura. 


are colg (-d; 


Como are cotg 1 = 5 | podemos escrever 
S = |x eR|x= 2 +ka CU Xx=arc coto[-5 rt (k e n) 


8.25) Resolva a equação 3cotg'x — 2cotg x — 1=0Q no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Baseando-nos na figura do exercicio anterior, tamos 


para R: x = are cotg (-3) 


paraS:x=a+arccotg [- 
Assim: 


je Ed seen ar t E 
4" 4: (+ 3) n+ ate cotg Ki 


Co] — 
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8 26) 


8.27) 


8.28) 


8.29) 
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Sendo a. = arc cotg a, calcule sen a. 


Solução 


A condição « = arc cotg a equivale a cotga = a, com0<a<ma. Decotga=a 
tiramos cossec?a. = 1 + cotg'a =1+a? 


+1 


1 + a? 
Entretanto, como O <a <, resulta que sen a é positivo e assim 


donde sena = 


e então sena = 
i+a 


sen à = 


vi+ a? 


Sendo arc sen a = arc cos b, mostre que a +p'=1. 


Solução 


Vamos indicar arcsena=x e arccos b=x. Dai resulta que senx = a e cosx 
= b Como sen'x + cos'x = 1, vem imediatamente a? + b? = 1. 


sendo arc cos a = arc tg b, mostre que a = 


1 
v1+b2 
Solução 
Vamos indicar arccosa =x e arctgb=x. Dal resulta que cosx = aetgx=b. 
Então 
secx=1+tgx=1+b? 
isto é, cos*x = 


1+b? 


Obtemos a igualdade a? = 


DE" donde a = —. Entretanto, devemos ter 


1+ 41 +b? 
ã ; ” n 
simultaneamente O <xsre -3 <x <5 | isto é devemos ter O < x< 3: Isto 
indica que cos x = a é positivo, ou seja: 


az 


4 
dE 
vi+b 
Resolva a equação S3cotg x = tg x no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Podemos escrever nro! x, ou seja, tg'x = 3, donde tg x = +43. A figura 


ilustra a situação. Para os pontos P e Q. temos x = a tkn e para os pontos R e 


Ss, x=-qtka. 


Assim, S=(xeR|x=25+kz (K e Z)) 


8.30) Resolva a equação tg x + 3cotg x = 5 sec x no conjunto-universo U = K. 


Solução 
Temos 

sen x Jcos x 5 

= | — —O——e— 

cos x senx cosx 
Multiplicando-se por sen x cos x, vem 

sen?x + 3cos'x = 5sen x 

donde senx + 3(1 — sen?x) = 5sen x, ouseja, 2sen'x + 5senx - 3=0 


4 a 
Trata-se de uma equação do 2º grau, cujas raízes são E e -3 E dlaro que 


somente o valor sen x = 5 é possivel. À figura ilustra a situação. 


TemosS=(xe Rix=T+2kroux= É +Dkn(ke 7) 


8.11. RESUMO DAS NOTAÇÕES NOVAS 


À condição Equivale a 


senuza 
1) arcsena=a 


com-1f<sasx1 
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831) 


8 32) 


8.35) 


8 34) 


8.35) 


8.36) 
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Ss) arctga=a 


dg arccolga=a 


Exercicios Propostas 


Dê o valor de 


a) arç sen d 
ps 


f 3) 
2 


bj) arc sen: — ) 
c) are cos (—1) 


2 
dj arc oa 5) 


ej arc lg [-43) 
f) arcig(-1) 


g) arc cotg É 
À 


h) arc cotg (—1) 


Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = R. 
a) tg x = -43 
Db) cotgx=—1 
f 2) N3 
Cc) tg pos +E 3 
d) tgx=2 


Resolva as equações dadas no exercício antenor, considerando U = [O; 2rr] 


Resolva a equação lg Ê a] =-3 no conjunto-universo U = [=7, n] 
83 
sendo x = arc lg 15 calcule sen x 


u? 
Sendo arc cotg À EA =x (D«<ux< 7), calcule cos x 


1 
B.37) Sendo arc sen a = arc cotg b mostre que a = qm 
vt+b 


J2 


8.38) Calcule a, sendo are sena = are cos aê 


8.491 Calcule a, sendo arc cotg 2a = are coto da. 


B40) Calcule y = sen (are Ig a) 


B.41) Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = &. 
a) 3sen'x + 5senx - 2=0 
b) 2cos'x + Scosx — 3=0 
e) gx - Mtgx=0 
d) 2cos'x + asenx — 3=0 


8.42) Resolva as equações abaixo no conjunto-universo U = R. 


a) Jsecx = 4cos x 
bj) 25enx = Cossec x 
ci 3cotg x = lgx 


d) secx + 2lgx = 2s5en'xsecx + 2005 X 
e) cossecx + 5 - 3/3 cotgx=0 


Pp secix + gu= 5 


q) tgÍx(3 — 2580 x) = 3(secx= 1) 
sen x 
qnoosa O ISA 


jd lgx+coótg x= á 
RA 


Exercícios Suplementares 


11) Utilizando a tabela, dê a valor de. 
a) sen 39873º 
b) cos 415º 
c) tg 3297º 
tim 
d) colas 
1427 
3 


f cossec ta 


e) sec 


1.2) Calculesenx e cos x, sendo: 
Ssen'x + 2cos'x = Ssenx + 1 


11.3) Calcule senx e cosx sendosenxcosxs= 


245 
E 
|1láj Calcule senx e cosx, sendo: 
2(sen'x + cos'x) = senx+Cosx 


1L5j Calcule senx e cos x, sendo: 
senx + acosx = à 


H6) Calculesenx e cosx sendo 
im+ tjsenx + (m-ijcosx =m+1(m=a+1) 


2 
Il7) Prove que 2cos'0 - 1= SO 
1 tgl 


8) Prove que: 
1+(1+ 2tg'x)sen'x = 2tg'x + cosx 


1.9) Sendo cosatcosp=a e sena+senfp=b, calcule 
cos cos ) + sen qrsen À. 


H.10) Prove que: 
4+4 lg x-coltgx 2 senx+eos x 
atgx-colgx  2senx-ços x 


4 | 
Cos X-—-SEN X = 
Prove que = D-— = cos? x(42 + sec x) 


Re 
J2-sec x 


ad 


1.12) Sendo tg a = — 2 , simplifique: 
Va? ae 
y=sena(l+tgo) + coso(] +cotga) — seca 
113 Simplifique, 
y=cotgxitgx — sen xysec x + 1) 


EE a 
i+cosa “-cosa 
sendo « de 1º quadrante. 


11.14) Simpliique y - 


ttg x + colg x)? 


115) Simplifique y =— 2 
seçó X-Cossec" x 


11.16) Sendo senx = Ra e cos x > O, calcule as demais razões trigonométricas de 


x. 
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1117) 


11.18) 


11,19) 


1.20) 


11.21) 


11.22) 


11.23) 
11.24) 
11.25) 


11.26) 


1127) 


11.28) 


1129) 


14.30) 


1131) 


2 2 


Sendo cos x = — 7 coma > b>0Oesenx> 0, calcule as demais razões 


a? +b 
trigonométricas de x. 


Sendo tg x = Vo» com a >b>Qecosx< dO calculeas demais razões 
trigonomékicas de x 
m-n 


24mn 
trigonométricas de x. 


Sendo cotgx = com m >n>0esenx> 0, calcule as demais razões 


sendo cotg a + cossec a = m (m = 0), calcule cos «a. 


: m 
Determine m para que se tenha simultaneamente sen x= 


Qu 


dm + 4 
5 


Cos x= 


Determine m para que se tenha simultaneamente cotg x = Jm+1ecossecx= 
om + 42. 


Sendo sen x + cos x = a, calcule sen'x + cosx. 
Sendo sen x + cosx=a, calcule tg'x + cotg'x. 


Prove que: 
tg'o-sec 8 + senib(sec B + cos 6) = sec'g - cos'6 


Utilizando redução ao 1º quadrante, calcule sen A + cos 2A + Ig 3 A, sendo 
5357 
Edo 


Resolva a equação cos 2x + no conjunto-universo U = (=x; 2] 


Resolva a equação tg 3x = —1, no conjunto-universo U = R. 
sendo x = arc sen : , Calcule tg x. 


Sendo x = arc tg 5 , Calcule sen x. 


Resolva a equação 
arc sen [J3x ai 1) = arc Cos x 
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(1.32) 


11.33) 
11.34) 
1135) 


1136) 


1.37) 


1138) 


1.39) 


IL40) 
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Resolva a equação 


2A3 


arc cos 13 = arcta[x+ 


3] 
Calcule y = sen (arc tg 2) 
Calcuis y = sec (arc cotg a) 

Resolva a equação tg x + 3 cotg x = 4 no conjunto-universo U = [0, Zn). 


Resolva a equação tg'x = 2sec x — 1 no conjunto-universo U = (=x; x]. 


Resolva a equação êcos”x + sec x = O no conjunto-universo U = R 


Resolva a equação 4sen x cos x + 43 = Q no conjunto-unverso U = [0, 27]. 


Resolva a equação sec'x + cossec'x = 4 no conjunto-universo U = [0, 27] 


Resblva à equação a + É 


= 3— = ? no conjunto-universo U=R. 
cosfx cotg*x 


Capitulo 9 — Primeiras fórmulas trigonométricas 
Capítulo 710 — Arco dobro, arco triplo e arco metade 


Capitulo 11 — Transformação em produto 
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Capítulo 


Primeiras 
fórmulas trigonométricas 


9.1. INTRODUÇÃO 


As relações fundamentais estudadas até agora são igualdades que envolvem 
as razões trigonométricas (seno, cosseno, tangente etc.) de um mesmo arco (ou 
ângulo) de medida « Daqui por diante, apresentaremos as fórmulas que relacionam as 
razões trigonométricas de arcos com medidas diferentes, ou seja, vamos estudar como 
ficam afetados os valores de seno, cosseno etc. ao fazermos determinadas alterações 
nas medidas dos arcos (ou dos ângulos). 


9.2 - MUDANÇA DE SINAL DO ARCO (OU ÂNGULO) 


Aqui pretendemos estabelecer a comparação entre as expressões 
trigonométricas de um arco de medida a (sen a, cos a, etc.) e as expressões 
trigonométricas do arco de medida — (sen (-a), cos (—a) etc.). Os arcos de medidas « 
e -u são chamados ARCOS OPOSTOS. 

Se o ponto P (fig. 9.1) é extremidade do arco de medida «a, é imediato que a 
extremidade Q do arco de medida —a. ocupa uma posição simétrica de P em relação ao 
eixo Ox, já que ambos tem a mesma origem A. Resulta, portanto, que os pontos Pe Q 
tem a mesma abscissa e ordenadas opostas, o que equivale a dizer que os arcos de 
medidas a e —a tem o mesmo cosseno e senos opostos, isto é: 


Fig. 9.1 


cos(-u) = cosa 
e 


sen(-m.) = —sena 
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A partir dessas conclusões, deduzimos as relações correspondentes às demais 
razões trigonométricas: 


É sen(-a -sen q 
g(-aj=— =" =-tga 
cos(-a) cosa 

1 
cotg(-1) =—— = — = -cotg q 

g(-a) PET g 

1 

sec(-u)=-———— = = seca 
cos(-a) cosa 
1 

cossec (-a) = =-COsseca 


sen(-a) -sena 
Obtemos, assim, a seguinte tabela de relações: 


cos(-a) = cosa 


sen(-a) = -sena 


tg(-a) =-tga cotg(-a.) = -cotga 


sec(-u)=seca cossec(-a) = —cossec a 


9.3. COSSENO DA SOMA E COSSENO DA DIFERENÇA 


Sejam a e b as medidas de dois arcos quaisquer. Vamos deduzir as expressões de 
cos (a - b) e cos (a + b) — cosseno da soma e cosseno da diferença — em função dos 
senos e cossenos de a e b. 

Cosseno da diferença — Na figura 9.2, os pontos P e Q são, respectivamente, as 
extremidades dos arcos de medidas a e b; o ponto M foi obtido marcando-se PM=QOA: 
assim, M é a extremidade do arco de medida a — b. Com essa construção, as 
coordenadas cartesianas dos pontos P,Q. Me A são: 

P (cos a, sen a) 

Q (cos b: sen b) 

M (cos [a — b]; sen [a — b]) 

A (1,0) 
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e os arcos ÂM e ÔP tem a mesma medida (ver figura 9.3). Sabemos da Geometria 


Que. numa mesma circunferência, a arcos iguais correspondem cordas iguais. 
assim, a distánca ente A e M é igual à distância entre O e P 
(fg 92.4); portanto, podemas escrever 


Eu a Sae 
Utilizando a “fórmula da distância entre dois pontos” vista em 4,3, temos: 
Guta — xaÉ + (yu — ya)É = (xe — xa) + (ye — ya)? 

Substituindo as coordenadas, vem: 

(cosa - b)- 1)? + [sen(a—-b]- 0)? = (cos a - cosb)? + (sena — sen b? 
Desenvolvendo, agora, os quadrados e lembrando que sena + cosa = 1. 

cosa -—b) - 2cos[a-b] + 1 + senfa-b]= 
= cos'a - 2cosa-cosb + cos'b + sen'a - 2senasenb + senib 
[> 
2 — 2vosla-b) = 2 — 2cosacosb — Zsenassenb 


Simplificando esta última igualdade, obtemos a fórmula do cosseno cla 


diferença: 
| cos (a-— D)= cosa-cos b+ sena sen b | 


Cosseno da soma - Para o cálculo de cos (a + b), basta fazermos 
a+b=a-(-b) e utilizar a expressão do cosseno da diferença, assim: 


cos (a + b=cos[a-(-b)]= cosa cos |-b) + sen a-sen (-b) 
Usando agora as fórmulas de mudança de sinal vistas no item 92.2, obtemos: 


cos (a+ bj=cosa- cosb-sena:senb 


Exercicios Resolvidos 


9.1) Conhecidos sen « = - O <a as e cosi= a. = <p <2r calcule cos(u+p) 
e cos[x—f) 
Solução 
Vamos fazer os seguintes cálculos preliminares: 
cos*u=1-senia = jets de * como q é do 1º quadrante: cosa = sá 
25. 25 5 
sen?j = 1-cosº [3 =1-5= 5: como p é do 4º quadrante: sen p = ade 


Finalmente, calculamos: 
cos(a+[5)=cose« cos[i-sena -senf = 


41 3 [mi 4 642 a+0v2 


E ij = 


AS AE Bo 
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cos(r -pl=cosa-cos[i + sena -senf = 


| e] 4 8/2 4-6/2 


15 15 15 


923 Calcule cos 105º, utilizando os senos e cossenos de 60º e 45” 


Solução 


Como 105º = 80º + 45º. temos: 
cos 105º = costB0º + 45º) = cos 60º-cos 45º — sen 60º sen 45º = 


12 SAB 2-6 
SAC o 


= — — — Era donde cos 105º= 


93) Demonstre a identidade 
cos(a + b)-cos(a - b) = cosa — sen'b 


Solução 


|tº membro membro] = cos(a + b)-costa— b) = 


= (cos a cos b — sen asen b) - (cos a cos b + Sen s"sen e 
= cosa cos'b — sen'a-serêb = cosfa-(1 — sen” b) — (1 - cos 3), sen?b = 


po - cos'a-sen'b - senb + cos“asen'b = cosa — sen'b= 


= [2º membro 


9.4. ARCOS (OU ÂNGULOS) COMPLEMENTARES 


Dois arcos cujas medidas tem soma igual a a (ou igual a um côngruo 


de E) são chamados complementares; (30º 50º), fm 5) (5-8) sau 
2 11212) 8 


exemplos de pares de arcos complementares. Ássim, se « é a medida de um arco, 


Fis g . 
5 -«4 é a medida de um seu complementar. 


Propriedade: se dois arcos são complementares, v cosseno de um veles é 
igual ao seno do outro, isto é: 


A verificação da primeira igualdade é simples: basta desenvolver o cosseno da 
diferença, assim: 
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fa 4 E mn 
COS; = -= (| |—= COS — - CÓSU + SEN—- SENG 
Ce die| 2 2 


t E 
cómo cos— = 0 e sen>= 1 vem: 
2 2 
fa 
cs = sena 


Para verificarmos a segunda relação efetuamos uma mudança de variável 
assim, na igualdade (ja verificada) 


Er 
cos: ate sen x 


|z 


fazemos a substituição x=5-a, da qual resulta 3 Xs (5-aj=u: logo 


E 
2 


[E ) 
Ccosm=S2N|] —- =. 
E 


interpretação Geométrica 
Se Pe Q são respectivamente, as extremidades dos arcos de medida 


ce 578 (fig. 9.5). é imediato que AOP = QÔÓB (medida nº) 


Assim, a bissetriz b dos quadrantes impares contêm a bissetriz OD do 
triângulo isósceles POGQ. Portanto, P e Q são simétricos em relação a b 
Podemos então concluir que arcos complementares tem extremidades 
simétricas em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares 


Podemos agora deduzir facilmente as relações entre as demais razões 
trigonométricas: 


(n sen( a) Cos « 
eto[ã-a)=—2 4. Sosa 


= coig « 
cos( -a) sen « 


rija lrla 
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= COSSEÇA COssec EI SECO 


Exercicios Resolvidos 
94) Simplifique a expressão: 


= sen10º cos(-50º) tg 65º 
“ cos(-B0") sen (-40º)-catg 25º 


Solução 


Usando as fórmulas de mudança de sinal, vem: 
= sent??-cos 50º-tg 65º 
cos BOº.(-sen 40º) -cotg 25º 


Notando, agora, que 10º + 80º = 90º 50º + 40º = 90º e 65º + 25º = 90º, as 
relações entre arcos complementares nos permitem escrever: 


— sen 10º-cos 50º .Ig 85º 
sen 10º-(-cos 50º).tg 65º 


logo. y =-1 


25) Sendo x um arco qualquer, calcule o valor da expressão 
=seni1E a rseni[+x 
te] 58) 
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Solução 


Basta notar que 


1 N . 
portanto, senl E qu | = cos| a assim 
a aa 18) 


une fm (Ex |cos![ E - 
E aii is & da EE | 


k 


= [ 
v=sen 

! 
logo, y = 1 


9.6) Sendo « e | dois arcos complementares tais que sen r; — sen À = m, calcule o 
produto sen o sen p. 


Solução 


Temos sen E = cos q, assim, a diferença dada fica 
sena-cosa=m 
Elevando ao quadrado ambos os membros, vem 
sena — Zsen cos a + cosa = m 


ou 
1 — 2senwcas a =m 
e dai 
1=m? 
Sen a-cosu = 
Então 
t—-m* 
sen w-sen À = 7) 


9.7) Calcule o valor da expressão 
y=sen41º-sen42º send4” senda” - sendo” sec46º seca” secdo” sec do 


Solução 
Notando que 
41º + 49º = 90º temos que sec 45º = cossec 41º= > —.: 
sen 41º 
portanto, sen 41º - sec 49º = 1, 
Pelo mesmo motivo, 
sen 42º sec 48º = 1 
sen 43º sec 47º = 1 
sen 44º . sec 46º = 1 
Assim. a expressão dada se reduz a 
y=sen 45º 

iogo, ea 

go, y 3 
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9.5. SENO DA SOMA E SENO DA DIFERENÇA 

Sejam a e b as medidas de dois arcos quasquer. Vamos deduzir as expressões 
de sen (a + bj) e sen ta - b) - seno da soma e seno da diferença — em função dos senos 
ecossenosdeae b 

Seno da soma - Como osarcosa+be + 5 a + b) são complementares, temos: 


senfa+b) llegd = cos|(3-a)-b| 


Í 


Utilizamos, agora, a fórmula do cos (A — b), onde A = 3 - a, e obtemos: 


Como cos( 5 -a|= =sena é sen(3-a] = cos a, vem, finalmente: 


| sen (a+b)=senacosb + senbcosa | 


Seno da diferença -— Para o cálculo de sen (a — b), basta fazermos 
a-b=a+(-b)e uhlzar a expressão do seno da soma, assim: 


sen(a — b) = sen [a + (-b)] = sen acos(-b) + sen(-bjcos a 


Usando, agora, as fórmulas de mudança de sinal, obtemos: 


| sen (a-b)=sena-cosb - senb'cosa | 
Exercícios Resolvidos 


9.8) Sabendoque tgx=7 ErR<xX< um calcule sen(x+ 


sja 
Va Rd 


Solução 
Vamos, Inicialmente, calcular cos x E sen x: 


secix = 1+ toéx =1+49=50 comoxeédo 3 quadrante, sec x =-450 = 


=-5/2; Então cos X = ! = 1 RE RE 
SEÇX 542 10 


Como tg KSA temôs sen x=to x-cos xe DE 
COS X 


Finalmente, calculamos; 


= E 
senfx+ 7 j= sen xcos E + sen A .cosx = 2x2 Bla) 
E Sp O 
dé a 
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9.9) 


910) 


Sendoa -b= z . calcule 0 valor de 


y=(sena+cosb/ + (senb-cos a) 


Solução 


Desenvolvendo os quadrados, vem: 

ps 2 ; Z À : Dr 
yv=sen'a + Zsenacosb + coscd + sen'b — 2Zsen bçosa + cosa = 
=2 + ZMsenacosb - senbcosa) = 2 + 2senfa-b) = 


J3 


=2+2sent =2+492 
ae: Ver 


logo. y=2+43 


Prove que com -1sa<s1, temsearcsena + arcosasz 3 


Solução 


Vamos fazer arcsena=w e arccosa=[; tenos então 
fsena = a 


arcsena=2>! « 
tam CMS 


(n 


(cosfi=a 
arg cosa =[ 554 


lO<psa vd 


e, também, que 
cos a=)I-a? e senfh= Ji-a? 
Vamos agora calcular sen(e + (5): 


sen(u+()=sena-cosfi+ senfi-cosa=aarvui-a? Vi-a? -a? 


donde 
sen(r+)=1 


Esta igualdade é uma eguação irigonométrica simples. cuja solução é 
arp=>+2kn ke Z 


No entanto, se somarmos as desigualdades (1) e (Il), teremos: 


” 
.. 


2 


x 
--=Su+r[is 
2 f 
Assim, necessariamente, 
K 
q+p=- 
B 2 


isto É arcsena+arccos as 5º 


«1-a 
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9.6. TANGENTE DA SOMA E TANGENTE DA DIFERENÇA 
Sejam a e b as medidas de dois arcos, tais quea, b a + be a - b sejam diferentes 
it 


de 5 


soma e tangente da diferença — em função das tangentes de a e b. 


+kn, Ke Z. Vamos deduzir as expressões de tg(a + t) e tg(a — b) — tangente da 


Tangente da soma — Escrevemos, inicialmente: 


sen(a+b) — Sena cosb+sentb- cosa 


tgja+b|= = 
aiea) cosja+b) cosa-cosb-sen a-send 


Dividimos agora o numerador e o denominador desta fração por cos a cos b. 


sen a-cosb A sen b-cosa sena sen b 

W(a sb) = <05 a cosb cosa-cosb cosa cosb 
t t cos a-cosb sena-senb q- Sena senb 
cos a cosb cosa-cosb cosa cos b 


Obtemos, hnalmenta 


tga+tab 
tojasb]j=-E>—E — 
9( i-tga-tgb 
Tangente da diferença — Para oc cálculo de ta(a — b), basla fazermos 
a-b=a+(-b) e ulilizarmos a expressão da fangente da soma, assim: 
Ig a+ta(-b) 


(eb) =t9[a+(-6)] = SET 


Usando agora as fórmulas de mudança de sinal, obtemos: 


E co 
igfa ESSE AEE 


Exercícios Resolvidos 
9.11) Dados tg u=2 e lIg5=3, calcule asoma w=p. 
Solução 


Vamos calcular tg (tx + (3): 


iogo, tg(u + [)=—1. 


A figura abaixo mostra que as soluções dessa equação trigonométrica simples 
são os arcos de extremidade P e P' temos, portanto, 
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9.12) 


9.13) 


arp=SEekm, ke Z 


Se x e y são ângulos do triângulo retângulo da figura, calcule tg (x — y). 


b 
2a 
a 


e tgx= = =2. Dai, temos que: 


Solução 


Temos então tg y = 5 = - 


Igx-tgy 


PRE RR! 1+ 
2 


Seja b um número real, positivo e diferente de 2. Se tga e tg |! são as raizes 
da equação X — 3(b+ 2)x + b? - 3=0, mostre que: 


to(:+8)=5=5 


Solução 


Usando as relações de soma e produto das raizes de uma equação do 2º grau, 
temos que 


tga+tgB=3(b-2) 


tgatgp=b2-3 


então: 
to (a + p)= Mattar 3(b+2) 3(b+2)  3(b+2) 3 
O A-igengh qf2ia) 4-pê (2+b)(2-b) 2-b 


133 


9.7. RESUMO 


1º) Mudança de sinal do arco (ou ângulo) 


ta(=0) = -tg q cotg(—u«) = —cotg a 
cossec(-u) = -cossec a 


2º) Arcos (ou ângulos) complementares 


cos[ 5 -a) = sena 
2 
to(5-a | = cota a cotg/ 5-« |=tg a 


x “a 
sec[2-a |- DOSSEC cossec( = - a) = sec [48 


(2 


3º) Soma e diferença de arcos (ou ângulos) 


sen(a+bj=sena:cosb+senb- cosa 


tga+rtgb tg(a-b)= tga-tgb 


1 E a Fa Si 
aja) i-tga-tgb i+rtga-lgb 


Exercicios Propostos 


9.14) 


9.15) 


9.18) 
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Dado que sen uq = - 3 <u<a, determina: 
a) sen (-r:) 
bj cos (-u) 
Cc) tó (—u) 
Sendo sen (x - y) = a, calcule a para que se tenha 
3sen(y-x) + 2cost(y—x) = 0. 
Resolva, em seguida, a equação sen (x-y)= a, para x— y no 1º quadrante. 
Simplifique as expressões abaixo e, se possivel, determine seu valor numérico 


a) y=Cos 3xcosx + sen3x-sen x 


b) y=cos65ºcos 25º — sen 65º-sen 25º 
c) y=cos 7Dºços 10º + sen 70º-sen 10º 


8.17) Calcule cos 75º e cos 15º, usando, para ambos, as fórmulas de costa + b) ou 
costa — b). 


f 


9.18) Se sena= ear. calcule cos|x+ 5). 


Q|hs 


" 
919) Calcule cos[ aro sen -areseng |. 


920) Dadoque seca =3, = <u<ê2n, determine: 


a) sen(5-a] 


b) cos( 3- 
e) to(3-a) 


9.21) Sendo cos[ E x] = a, determine: 


[| 


a) cos( x-7) 


[Ex] 
b) dd, Pra 


922) Sendo cos( 5 dir x|= m , determine Ea x-5). 


/ a 


"q mr" 


923) Simplifique as expressões 


rs x- cosfE-x] + sen/2- « Jeos(-x] 
1- tg(-==) coto[ 5 - x] 
cos(a-b)-tg es 
b) y= E 


cos(b-a)- cotg(5 = + +] 


9.24) Calcule o valor da expressão: 
Veg to 20 30, to BBP» to BO 
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9.251 Calcule o valor da expressão: 


y=2-co0s26º- cos 27º cos 28º cos 29º - cos 30º - cossec 61º - cossec b2”? - 
cossec 85º cossec 54º 


3.26) Simplifique as expressões abaixo e, se possivel, determine seu valor numérico: 


aj) y =sen Za cosa - senacos Za 
A ár da n 
= Eb: — + [sus pads 
Db) y=se E cos E se E Cos 


9.27) Calcule sen 105º 


Ja 24 
9.28) Calcule sen) arc sen - arc tg : 


9.29) Mostre que sen (a + b) sen (a—b) = costb -— cos'a. 


9.30) Calcule tg 15º 


9.341) Supondo salistetas as condições de existência, mostre que: 


3 " 
us = A 
tg[ E — x | = SOS x—sen x 
4 COS X+ SEN x 


432) Determine tg x, sabendo que: 


Ea E . 
o(x-5)eto(x+5)-2 
933 Sendo u+p 4 . mostra que: 
(+tg a) (1+tg B)=2 


9.34) Mostre que SEX ty +Z= 5 | então 


Igxlgy + tgxlgz + tgyigz= 1 


235) Secolgu ecolg p são raizes da equação x + bx — 1 = O, calcule coig(a + P), 


sabendo queb = O 


5.38) São dadas, a seguir, três equações do 2º grau com seus respectivos conjuntos- 


Es — sax + pp=0; Sa=(senb;cosb) 
Mostre que 5 =S1S2 & Queb=p,+p5 
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9.8. SIMPLIFICAÇÃO DE EXPRESSÕES TRIGONOMETRICAS DOS ARCOS DA 
FORMA kn x 


Um problema imponiante em Trigonometria & a simplificação de expressões do 
tipo sen (x - x) cos (x + x), tg (2x — x), sec (27 + x) etc. isto é expressões 
trigonométricas de arcos que são a soma (ou a diferença) de um múltiplo de x com 
um arço x qualquer. E claro que para resolvermos esse problema poderiamos aplicar 
as fórmulas de soma qu diferença de arcos. Por exemplo, para a simplificação de cos (x 
+ x), fariamos: 

cos(n+x)=cosmcosx -— senwsenx = (—Í)cosx — (OG) sen x, logo, 


| cos (x + x)=- cos x | 


Esse processo, no entanto. seria exaustivo já que, em exercicios. poderiamos ter 
muitas dessas expressões E, portanto. converuente estabelecer uma regra prática para 
a resolução. 

à observação dos resultados ocblidos. quando simplificamos expressões 
trigonométricas dos arcos kr & x (k inteiro), encontrando expressões trigonométricas do 
arco x, nos levou a perceber que, para todos os arcos da forma kz + x, O 
“comportamento” na simplificação é o mesmo e pode ser assim descrito; 


1) a expressão trigonométrica se conserva 
(Isto é, seno “continua” seno, tangente “continua” tangente etc.) 


2) o sinal é conservado ou trocado, conforme os sinais da expressão 
trigonométrica nos quadrantes em que estão kr +x e x sejam Iguais ou contrários. 

Essa última observação pressupõe o conhecimento do quadrante a que perience 
x e, consequentemente, do quadrante a que pertence ka + x. Ássim, se x € um arco do 
2º quadrante, mr + x é do 4º quadrante e, para essa situação, a simplificação de cos (a + 
x) seria assim feita: 

cos(m + x) =- COS X 

(foi mantida à expressão cos e trocado à sinal, posto que O cosseno, nos 2º e 4º 
quadrantes, tem sinais contrários). 

Como, de modo geral, não sabemas a que quadrante pertence x, fazemos à 
suposição de que x é do 1º quadrante, onde todas as expressões trigonométricas são 
positivas. Àssim, a 2º observação pode ser escrita: 


3) o sinal é conservado ou trocado conforme o sinal da expressão 
trigonométrica no quadrante em que estã kr + x seja + ou -. 

Vejamos alguns exemplos: 

19) senfm-— sx): 

se x é do 1º quadrante, então 1 — x é do 2º quadrante onde o seno tem sinal +: 


lago 
| sen (x -— x) =sêenx | 
2 tg (em — x): 


| se x é do 1º quadrante, então 2x — x é do 4º quadrante, onde a tangente tem sinal 
=; loga 
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—  —— —— 


tg (27x — x) = —tg x 


3º) sec (2x + x): 


se x e do 1º quadrante, então 2x + X É do 1º quadrante, onde a secante tem sinal 


+ logo 
sec [27 + x) = sec x | 


4º) cotg (13x — x): 


obtemos, inicialmente, a primeira determinação positiva dos arcos de 


mesma extremidade que 13x. 13|2 Resultar Temos então: 


1 6 
coto (137 — x) = cota (m — x) 
Se x & do 1º quadrante, então x — x é do 2º quadrante, onde a cotangente tem 


sinal —: logo 
cotg (13m — x) = —colg x 


Caberiam aqui as seguintes perguntas: supor x no primeiro quadrante não é uma 
paricularização do resultado”? Não há prejuizo do rigor matemático? . 

Não é dificil verificar que isso não ocorre, já que o interesse esta no sinal relativo 
da razão trigonomeétrica nos quadrantes em que realmente estão kr + x e x. Fodemos 
mostrar esse fato através de um exemplo no qual examinaremos as quatro 
possibilidades de quadrantes para o arco x. Simplificaremos sen (x— x) e cos (n — x). 


1º caso: x é do 1º quadrante > 4- x é do 2º quadrante 


Fig. 9.6 
PeP são, respectivamente, as extremidades dexen-x À figura 9.6 mostra 


que P' ocupa uma posição simétrica de P em relação ao eixo Oy isto é Pe P' tem 
mesma ordenada e abscissas opostas, portanto: 


sen(n—-x)=senx e cos(r—-x)=-cos x 
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2º caso: xé do 2º quadrante > nx —x é do 1º quadrante 


Fig. 9.7 
A figura 9.7 mostra que a situação relativa não sofreu alterações: P e P' tem 
mesma ordenada e abscissas opostas, portanto: 


sen(r-x)=senx e cos(r-x)=-Ccosx 


3º caso: x é do 3º quadrante >» 17-x é do 4º quadrante 


Fig. 9.8 
A figura 9.8 mostra que, novamente, não há modificação na situação relativa; nos 
3º e 4º quadrantes, Os senos continuam iguais e os cossenos, opostos, assim. 
sen (r—-x)=Ssenx e cos (x—x) = —cos x 


4º caso: x é do 4º quadrante > n-—- x é do 3º quadrante 


139 


Aqui (fig 2.9) trata-se praticamente de uma repetição do 3º caso, confirmando, 
portanto, que, qualquer que seja o quadrante a que pertença o arco x, a relação enlre os 
singis É a mesma que se obtém supondo x no 1º quadrante. 

Podemos. enlão, resumir assim as etapas de simplificação das expressões 
trigonomeétricas dos arcos a =x, n+Xx, 271-X 2x +x elc.; 

1) conservar a expressão trigonométrica 

2) localizar o quadrante em que estã o arco (supondo x no primeiro 

quadrante) 


3) conservar ou trocar o sinal conforme a razão trigonométrica seja 
positiva ou negativa no quadrante localizado. 


Exercícios Resolvidos 


9.37) Simplifique a expressão: 
y=seni(nr-—-x)sen(2n-x) + costm+xicos (2x +x) 


Solução 


Supondo x é do 1º quadrante, temos x — x é do 2º quadrante, 2x — x é do 4º 
quadrante, q + x & do 3º quadrante e 2n + x é do 1º quadrante. Portanto, 

sen fm — x) = sen x 

sen (2n—X) = -sen x 

cos (x + X)= —LOs X 

cos(2n+x)=Ccosx 
À expressão dada fica 
y=senx(-senx) + (-cos x)-cosx = -serêx — cos'x 
logo, y=—1 


9.38) Sendocosw-=a, calcule: 


RR | po o A 


cotg(dz— q)- cossecf 7 - a) 
Solução 


Temos que 
tg(3z-)=tgimr—n)i=-tga 

sec (En +o)=secin+u)=-sec a 
colg (da — ce) = cotg (27 — «) = —cotg « 


COSSBC [5 - a) =secu (complementares) 


À expressão dada fica: 


jo ESC to o gi 
(-cotg (4). SEC [EA cotg x aa 
tg & 
— senfz  1-cosíu a2-1 
cos? tz cos? u aí 
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9.9. SIMPLIFICAÇÃO DE EXPRESSÕES TRIGONOMÉTRICAS DOS ARCOS DA 


FORMA ex, k IMPAR 


Também é importante, em Trigonometria, o problema da simplificação de 
) ( 
expressões do tipo sen(5+ x) cos[ 37 -x|, to[ 37 +x |, sec| d-*] etc. isto é, Ce 
2 Ç 2 ) t Es J (2 
razões trigonométricas de arcos que são a soma (ou a diferença) de um múltiplo de 
5 com um arco x qualquer. Ainda aqui é claro que poderiamos resolver esse 
problema aplicando as fórmulas de soma ou diferença de arcos (ou ângulos) Vejamos, 


por exemplo, as simplificações de senf3 + x) e to( 5 + x) Ê 
sen[ + +] = sen - COS x + sen xc0s > = (licosx + senx (0) logo, 


(x 
sent = +x 
(2 


)- COSX 


Para to Z'+ x). não podemos aplicar tg (a + b), pois não existe 95. 


Contormariamos assim o problema: 


3 ; 
3 sen x] sondlscas X+ SEN X cos SA 
to( 4x) ' :. 


2 


(-1)-cos x+ sen x-(0) cas x 
p= Co : loga 
O-(cos x)-(-1).senx — senx 


(A N 
ta) 2E + x |=-cotg x 
2a sd 


Esse processo, como se pode perceber, é muito trabalhoso, vamos, portanto, 
estabelecer uma regra prática para a resolução. 
Observando os resultados obtidos quando simplifcamos expressões 


ni ç 37 
cos( SE + x) coa SÊ cos x-sen -sen x 


e 
“ 


trigonométricas dos arcos ex, k impar, encontrando expressões trigonométricas do 


arco x, percebemos que todos eles tem o seguinte “comportamento”: 


1) a expressão trigonométrica é trocada pela sua co-expressão 


(isto é, seno é trocada por cosseno, cosseno por seno, cotangente por tangente 
etc.) 


2) o sinal é conservado ou trocado conforme a expressão trigonométrica de 
Tex, seja positiva ou negativa no quadrante em que está esse arco (supondo x 
no 1º quadrante). 
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Note-se que já estamos admitindo que a hipótese de x ser do 1º quadrante não 
particulariza à resultado nem causa prejuízo ao rigor, como mostramos para os arcos kz 
+ x em 9.8. Sugerimos, no entanto, que o leitor confirme esse fato por conta própria, 


2 
quatro casos possiveis, Isto será facil com a construção de uma figura para cada caso 


z A 
verificando, por exemplo, que sen(Z +x |- sen x =) cos[5+x)=-c0s x para 05 


Vamos agora a alguns exemplos: 


a ST |. 
alia! sen[ 3 x): 


se x é do 1º quadrante, então Es é do 3º quadrante, onde o seno tem sinal =, 
logo 
senl 38 -x| =-Ccos x 
12 /) 
2º) tg) 2 +x|: 
) to(5+x) 
se x é do 1º quadrante, então + é do 2º quadrante, onde a tangente lem sinal 
— logo 
to(2+x | =-coig x 
3x 
3º o : 
| cota( 3 +] 
se x é do 1º quadrante, então E. x é do 4º quadrante, onde a cotangente tem 
sinal —: logo 


cota( 5 + +] =-tg x 


4 spa E gi 
o 
obtemos, inicialmente, a primeira determinação posiliva dos arcos de mesma 
197. 


extremidade que E ZÉ 


Resulta = . Temos, então 


197 1. (3a 
seo( 152 +x )= seo( 2 +X 


a 
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Se x é do 1º quadrante, então = + é do 4º quadrante, onde a secante lem 


sinal +; logo 


Exercicios Resolvidos 


9.39) Simplifique a expressão 
at 
ym- cos[5 — 
Solução 
Temos que 


A expressão dada fica: 


19r 


sec( SE +x |= COSSeL X 


2 


2x ) sen(5+x) - sen(SE 42x) cos(SE x] 


cos[5-2x |- sen 2x 


n 
sen/5+ +) =Ccos X 


3x + sale - COS 2X 
2 p, 


y=sen2xcosx - (-cos 2x) [sen x) = sen 2xcos x — sen x cos 2x = 


= sen [?x—x) = sen x 


940) Sendo tg x = a, calcule 
Y = 


Solução 


Temos que: 


À expressão dada fica: 
4 
=«DColgx-tgx a 
tg x + Ig x a+a 


-a 


to(5+x] — tg(n+x) 


"3x Ê ) 
coty| 5>— -x | + cotg) >-X 


4 


el2 É x |= -cotg x 
tgfa + x)=tg x 
cotg) =— -x]=tg x 


cotg] — — x) =Ig x 
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Exercicios Propostos 


941) Bimplifique as expressões: 


a) sen tt >—x) g) sen (Zn — x) 
b) cos (n— x) h) cos (2m — x) 
c) tg (x—x) D to(2n-x) 
d) sen (nr + x) jp sen(2n +) 
e) cos fr + x) kj cos têm + x) 
D tg(x+x) D tg(27+x) 


9.42) Simplifique as expressões. 


a) senh5-*] g) sen[ E =x] 
D) cos[3-x) hj) cos(SE =x] 
Cc) to[3-x) ij to[ SE =x] 


2 
d) sen(5 +x 


ej cos + k coslD +x 
f) t9[5+x] | gl E 4x 
12 Ee 
9.43) Simplifique as expressões: 
á x 
a) cotg(-n-x) d) sec|-5-x| 
(13m 
b) sec(5n+x) e) cos sombra 
c) cossec(12n+x) f coto[ SE +x) 


9.44) Simplifique as expressões: 


sen(2r-a)-tgl E + a)-coto(SE a) 


Bis cos(2r+ua)-tg(n+«) 
N N 
Seninsdjas aa |+ sen cià | -costr +) 
E 12 ) fe So 
DO muco 
cos(n-u)-cos(2n-0)-sen/5 a.) sen[ 5-0] 


ida 


9.45) Selg 35º = a, calcule: 
“Ag 215º -19125º 
V g 2357 tg 325º 


9.45) Simplifique a expressão: 


Tá 
sen ai +sen[ a + E) cos(a -7n) 


947) Calcule a expressão: 


o, o 
Caio id SO RR 
sen(900º -x) é 


Y = Sen 990º — 


946) Avalie a expressão 
E=senQº+seni1º+sen 2º +.. + sen 380º 


949) Avale a expressão: 
E =c0s20º+cos 40º +cos60º+.. +cos 180º 


3.50) Mostre que, se x, y e Z são ângulos internos de um triângulo não retângulo, então 
tax. tgy e tgz tem sua soma igual ao seu produto. 


cai 
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Capítulo 


s10 


—smm O 


Fórmulas de arco dobro, 
arco triplo 
e arco metade 


10.1. INTRODUÇÃO 

Continuando o estudo das fórmulas trigonométricas, vamos, neste capitulo, 
relacionar as razões tiigonometricas de um arco de medida a com as razões de seu 
dobro, triplo e metade, isto é dos arcos de medidas 2a, 3a e 5 Todas essas 


relações são cbtdas como conseguências imediatas das fórmulas estudadas no 
capitulo 9, desen(a+b). costa+b) e tg(a+b) 


10.2. ARCO DOBRO 


Vamos resolver o seguinte problema: calcular sen 2a, cos 2a e tg 2a. 


conhecendo sena cosa e Iga. 
A solução é imediata se, nas fórmulas: 


sen(a+b)=sena-cosb + senb-cosa 
cos(tarb)=cos a-cosb - sena-senb 
tga+tgb 


gta+b)= ga-tg Db 


fazemos a substituição b = a. Temos: 
sen 2a =sen(a+a)=sena-cosa + sen a-cosa=2sena-cos a 


cos 2a = cos(a+a)=cosa-cos a — sen a-sen a=cos?a - sena 
igastga  2lga 


ig 2a=tg(a+ra)= T-igalga Tiga 


Temos, portanto, à seguinte quadro de relações” 


sen 2a = dsenacos a 


cos 2a = cos'a - sena 


tidas E gs 
i-igía 


Observações importantes 


1) Como cas 2a está relacionado com os quadrados de cos a e sen a, podemos 
obter | duas outras expressões, muito úteis na solução de exercícios. a 
primeira é obtida substituindo-se senta por f-cos'a: 
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cos 2a = cos'a - sen'a = cosa -— (1-cos'a) = 2cos'a — 1, 
A segunda é deduzida substituindo-se cos'a por 1-sena: 

cos 2a = cos'a -— sen'a = (1 - sena) — sena = 1-2sen'a 
Temos então: 


cos Za = cosa — sen'a 


cos 2a = 2cos'a — 1 
cos 2a = 1 — 2sen'a 


2) E importante que o leitor perceba que as fórmulas de arco dobro podem ser 
usadas sob inúmeras formas diferentes toda vez que se deseja relacionar um 
dado arco com seu dobro: assim como 2x é o dobro de x. também 4a é o 


dobro de 2a E &n é O dobro de =. Por exemplo, as expressões 


cos dx = cos“2x — sen'2x 
cos Ba = cosda — sen'4a 
ac Ser 
cos da = cos” + — sen? >— 
2 2 

2X 


cos x =cos?X - sen?Ã 
2 a 


são formas diferentes de escrever a mesma relação cos 2a = cos'a — sen'a. 
O mesmo pode ser dito sobre as relações do senç e da tangente. 


Exercicios Resolvidos 


10.1) Sendo sena= ms Dea< 3. calcule senq, cosseno e tangente de 2a, utilizando 
as fórmulas de arco dobro. 
Solução 


Calculamos, inicialmente, cosa e tga: 


25 144 12, 
cos”a=1-sen? a=1i-——= = —=, com E te. = 
TES * 765 oa é do 1º quadrante. cos a= 73: 
Es 
tg qSena 13/09 
cosa 12 12 
1 
Agora, temos: 
5 1214 120 
sen 23 =2 sen a- «2 [el = a 
aaa (5) 189 
2 > » 25 119 


cos 2a = cosa -senéa =85 "788 “TES 


5 
2 ga 73º 120 
aca E quddd 
q j-igãa 4.28, “TS 
144 
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102) Sendo sen 17º = m, calcule cos 34º 


10.3) 


10.4) 


10.5) 


10.5) 


Solução 


de usássemos a relação cos 34º = cos*17º — sen/17º, precisariamos, de início, 
calcular cos 17º, é convenente, portanto, utilizarmos a fórmula de 
cos da em função de sen a. Assim: 


cos 34º = 1 - 25en147º = 1- 2mº 
Sendo sen 17" = 02924 e cos 17º =0,9563, calcule sen 68º. 


Solução 


Notando que 68º é o dobro de 34º” e 34º é o dobro de 17º, caleulamos, 
inicialmente, sen 34º e cos 34º, em seguida, podemos obter sen 68”. Assim: 

sen 34º = 2sen 17º-cos 17º = 2-(0,2924)(0,9563) = 0,5592 

cos 34º = cos!17º — sen?17º = (0,9563) — (02924) = 0,8290 

Agora, 

sen 68º = 2-sen 34º - cos 34º = 2(00,5552) (0,8290) = 0,9272 


Dado cos a = 0,6, calcule cos 4q. 


Solução 
Calculamos, inicialmente, cos 2a e, em seguida, cos 4a. Assim: 
cos Ze = 2cos*a - 1=2(0,8)) - 1 = -0,28 
Agora, 
cos da = 2cos2a — 1 = 2(-028/ - 1= -O8d 
Sendo sen q + cos o =m, calcule sen Za. 


Solução 
Elevando ao quadrado a igualdade dada, vem” 

sen?a + 2sena cosa + cos a=m? 
san 2u 


1+ sen2u = m? 
donde, sen Ze =mº —.1 


Demonstre a identidade: 
4-(sen x cos'x — senixcos x) = sen 4x 


Solução 


[1º membro] = 45en x-cos x(cos'x — sen?x) = 
=22senx-cos x (cos'x — sentx) = sen 2xcos à = sen dx = [2º membro! 
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10,7) Calcule o valor da expressão: 
1- 42 sen x da Cos x 


quad cos x 1492 sen x 
Solução 
(1- /2 sen x)(1+ 2 sen x)+(1- 2 cos x)(1+ 2 cos x) : 
E" (1+ /2 cos x)(1+ 2 sen x) É 
(1-2 sen?x)+ [1-2 cos? a] (cos 2x)+ (-cos 2x) 


á (1+ 2 cos x)(1+ 2 sen x) E (1+/2 cos x)(1+ 2 sen x) 


10.8) Simplifique a expressão: 
1-2-sen?[ Ea] 


yo 2 sena 
Solução 


Sabemos que 1 - 2sen?a = cos 2a; então, 


“ 


A r 7 , 
12 senê[4-a] a cosj2-(2-0 ||- cos[5-2a] 


Temos. portanto, que 


asas ig 
(2 a sen2u ?senw-cos q 
W=DD[D0[D[D—— is ———T EL DJ—r— E COS à 
Z sen a 2 sena 2 sen q 


10.9) Mostre que à expressão: 
sen 3x —- Cos RES 


p= é constante. 
sen x cos x 
Solução 
sen 2x cos x—-senx cos 3x  Ssen(3x-—x) 
sil 
5 sen X-COS X sen x-€os X 
sen 2x - 2 senx-c0sx 
* SEN X-COS X sen x-cos x 


10.10) Sendo tg 5 =>, calcule tg 2x. 


hoj— 


Solução 


Calculamos, inicialmente, tg x e, em seguida, tg 2x. Assim: 
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q 
faqs SD SCE a 
CAES O AD 
PARE MR 
Agora, 
mA É 
ig 2X = & lgx = 3 ae RAD 
10.11) Mostre que: 


f 
cos| 2 +x 
2 


1 1 ] 
— 5 em + = Ig 2x 
sen(SE =x] Eee I-tg x 


Solução 


pirmeranro a (Se) (ton) (1190) faia 2 


E Eq - = tg 2x = [2º membrol 


10.3. ARCO TRIPLO 


Vamos resolver o seguinte problema: calcular sen 3a e cos 3a em função de 
sena e cosa. 


Nas relações 
senta + b)=senacos b + senbcos a 
cos (a + b)= cos acos Db - senasenb 
façamos a substituição b = 2a. Temos no caso do seno: 
sen ja = sen (a + 23) = sen acos 2a + sen Zacos a = 
= sena(l-2sen'a) + (2senacosa)cosa= 
= sena(l-2Zsen'a) + Zsenacosa= 
= sena(l- 2sen'a) + Z2sena(1- sena) = 
= sena -— 2sen'a + 2sena - 2sen'a = 
=3sena - dsen'a 


Como o caso do cosseno é tratado de modo análogo, deixamos a cargo do leitor 
a dedução. Temos, ao final, as seguintes fórmulas de arco triplo: 


sen3a=3sena - 4sena 
cos Ja = 4cos“a — Scos a 
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Exercicios Resolvidos 
10 12) Sabendo que sen Ja-cossec a = mM, com 5 “am, calculesena, 


Solução 


A iqualdade pode ser assim simplficada: 


4 
(3sen a —4sen'a), 
sen a 


sena (3 —4sen?a| 


mM 
sena 
3-4senfa =m 
sena = 3-m 
Logo. como a é do 2º quadrante, sen a = sm . 
10.13) Demonstre a identidade: 
Zcos x Squads 


COS ÓX + COS X 


Solução 


ementa : 2005 X + 27os X 


dcos x-3cosx)+cosx  4c05"Xx-—2c08x 
-— tea (1 lo = sec2x=[2º membro 
2cosx(2cos?x—1) 2cosx-1 Ccosex 


10.4. ARCO METADE 


Vamos, neste ilem, deduzir as fórmulas de sen5. cos5 [5 gs em função 
de cos a. 
Fartimos das fórmulas de arco dobro já conhecidas 


cos Zu = 2costa — 1 
cos 2a = 1 — 2serêa 
escrevendo-as convententemente, isto é, com Za = a. Temos 


4 ê 


cos a =2 cos 3-1 e cosa=1-? sen 5 


Dai, é imediato que 


ceniÊ a t-cos a à ils i+cos a 
o 2 PA 2 
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Dividindo membra a membro essas duas últimas igualdades, temos também 


2a Í-cosa 


tg" É - 
q 2 “+cosa 


Obtemos, assim. as fórmulas de arco metade que nos permitem calcular seno, 
a 


cossena e tangente de 5 


| conhecendo apenas o cosseno de a: 


2 “yiecosa 


Observação: os sinais + é — que aparecem nas fórmulas devem ser escolhidos, em 


cada caso, conforme o quadrante a que pertença o arco de medida 5 
Exercicios Resolvidos 


10 14) Dado cos 36º = 0,809, calcule à seno e à cosseno de 18º 


Solução 


Notando que 1Bº pertence ao 1º quadrante, vamos utilizar as fórmulas com o 
sinal positivo. Assim: 


sa 180. |1=006 38º — pesos = 0,309 


ji+cos 36º 1+0,809 


0518º=|[-"DT"T =|]———""" =0,9851 
ú 2 (2 
SI [9] 
10.15) Dados cos « = 0,588 e 2 Su<2a, calcula Eira 
Solução 
Temos que saraE «em, então SE Mo a de eles isto é, É é um 
ad - Pai a“? ir da À a 


arco do 2º quadrante e : é um arco do 1º quadrante. Das fórmulas estudadas, 


sabemos que 
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A 


Devemos, portanto, calcular primeiro cos 5 


1 A+ cosa 1+0,68 
D=.|>DH D+ =.|D =-0,52 
conf - jltonsa ro 


3 x x 
e, em seguida, Ee Assim: 


1-cos & EE 
ig Z=+ ama os = 4,90 
Wircos5 q 


10.5. FORMULAS AUXILIARES: sen a cosa e tg a EM FUNÇÃO DE 195 


Em exercícios, podem ser uteis as fórmulas que dão o seno, 6 cosseno € à 
tangente de um arco em função da fengente do arco metade. Para a sua dedução, 
vamos. inicialmente, escrever as fórmulas já estudadas 

2 tow 
gaga cd Sa 
-— Lola 


a 


cos go =2cos q-l 


de forma conveniente, isto é fazendo 2a = a A primeira já nos fornece a fórmula 
desejada. 


2192 
lg a= Er 
1-tg* E 
S 5 
Para o cossero, lemos 
cosa=2cos?5 -1=2. pri=2— 1 n4= 
SEC > 1+ tg 5 


Finalmente para o seno basta lembrar que tg a = Cr 2 daítiramos: 
co 


a za a 
2lg> 1-tgês 2tg> 
sena=lgaçosa=-—— Lo 2. T2 
tt 141925 tato? 5 


Chegamos, assim, às chamadas fórmulas da tangente do arco metade; 
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Exercicios Resolvidos 
10.18) Sendo tg 10º = 0,18, calcule sen 20º e cos 20º, 


Solução 


sen zoo 20107 6 SOIS) gas 
t+ tg010º 1+ (0,18) 


10.17) Sabendo que 95 =1, determine t de modo que Stga + 3seca =). 


Solução 
Temos que 
a 
ga = "tr a 
i-19º4 1- 
a 
sega aa! qo 
cos a 1 2H Pes 
tg” - 
APR AE 
a 
fada 
+ tg 3 


Então, a equação Stg a + Jsec a = O fica E 


simplificada, cai na equação do 2º grau 
3 +10t+3=0 


Portanto, t=-3 out= -— 


[E — 
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10.6. RESUMO 


1º) Arco dobro 


sen?a =2Zsenacosa 
2 2 


cos 2a = cosa — senía 


cos 2a = 2cos*a — 1 


cos 2a =1 — 2sen'a 


2º Arco triplo 


cos 3a = dcos*a — Scos a 


3º Arco metade 
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Exercicios Propostos 


410.18) Determine sen 2a, dados sen a 3 e 5 <ac<ma 
10.19) Determina cos 2a, dadosen a = Ed 


10.20) Determine tg 4x, dados cos x 2 pe D<x 5 


10.21) Determine cos 38º, dado cos 198º = 0,95. 
10.22) Simplfique a expressão: 


y=cos(r-X) sen[Z-x)- cos( SE x) sen(z+x) 


sen 4x 


10.23) Simplifique a expressão: y = RE 


= 
10.24) Sabendo que sen 2x = rea calcule o valor de y = cos'x — sen“x. 


10.25) Calcule sen Ze, sabendo que senu - cos = m. 
10.26) Simplifique a expressão: y = cos 4x + B(sen x-cas x) 
10.27) Simplifique a expressão: y = sen 4x cotg 2x — cos 4x 


5 : cotg x-1g x 
10.28) Simplifique y=80 SO 
| Simplifique a expressão: y ca Dk 
10.29) Determine os valores de m para que cada igualdade abaixo seja possivel. 
a) Senxcosx=m 


secx | Sseex  m 


cos x+senx cosx-senx 2 


2 


10.30) Sendo cos 23º = a, calcule sen 11º30' 
10 31) Calcule cos 22º30º. 


10.32) Calcule tg 22º30. 


10.33) Senda cotg x « determine sen Jx. 


cj à 
nia 


157 


10.34) Sabendo-se que cos Ix- sec x = dl , determine cos 2x. 


10 
Esp 

10.35) Demonstlre que tg3a = due, 
1-3 tg'a 


10.36) Sendo 95 =. 0<x< 5 , determine 1 para que se tenha 2cos x — Ssenx=-S 
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Capítulo 


Transformação 
em produto 


“ 


11.1. INTRODUÇÃO 


As fórmulas que estudaremos neste capitulo são de grande importância dada a 
variedade de aplicações a que elas se prestam, não só na simplificação de expressões 
como na resolução de eguações trigonométricas e em outros tipos de problemas, 
Expressões, como sen pt senq, cos p+cosag, tg p + tg q (isto é onde temos somas ou 
diferenças de razões trigonométricas), serão facilmente transformadas em outras 
expressões nas quais as razões estarão multiplicadas (ou divididas). Aprenderemos 
também, a reverter esse processo, transformando produtos (como sen acos b, sen 
a sen b, cos a cos b) em somas ou diferenças. 


11.2. TRANSFORMAÇÃO DE sen ptsenqecos ptcosq 


Vamos escrever, mais uma vez, as fórmulas de somas e diferenças de arcos: 


1) sen(a+ b)=senacosb + senb-cosa 
2) sen(a-b) =senacosb - senb-cos a 
3) cos(a+ b)=cosa:cosb — sena-sen b 
4) cos(a-b)=cosacosb + senasenb 


Fazendo agora as operações (1) + (2), (1) — (2), (3) + (4) e (3) — (4). obtemos as 
chamadas Fórmulas de Werner. 


sen(a+b)+sen(a-b)=2sena-cos b 
sen(a+b)-sen(a-b)=2senb-cos a 
cos(a + b)+cos (a- b) = 2cosacos d 
cos(a+b)-cos(a-b)=-2sena-sen b 


Podemos notar que estas quatro relações já transformam somas e diferenças 
(observem os primeiros membros) em produtos (segundos membros). No entanto, sob 
essa forma, a aplicação de tais relações é, digamos, “desconfortável”, já que, em cada 
caso, precisariamos determinar os valores de a e b. Por exemplo, se quiséssemos 
transformar a soma sen 25º + sen 15º em produto, deveriamos fazer 

a+b=25º 
a-b=15º 

Resolveriamos então esse pequeno sistema, encontrando a = 20º e b=5Sº,e 
somente ai poderiamos escrever 


sen 25º + sen 15º = 2sen 20º - cos 5º 
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Assim. para tornar essas fórmulas mais práticas, vamos fazer as seguintes 
mudanças de variáveis: 
arb=p e a-b=q 
Somando e depois sublraindo membro a membro estas duas igualdades, 
encontramos 
2a=p+q e 2b=p-q 
donde 


Procedendo a estas substiluções, as fórmulas de Wemer ficam: 


p+a p-O0 
senp+rseng=2 ANE CO PERES 


senp-senqg=2 sent55 cosa 


Ao - 
COS prcos q=] cosP TE .cos — 


cos p-cosq=-2 senZ5S cen? 


que são as chamadas Fórmulas de Transformação em Produto, também conhecidas 
como Fórmulas de Prostaférese. 


Exercícios Resolvidos 


11.1) Transforme em produto a soma sen 42º + sen 38º 


Solução 
Temos que p= 42º & q = 38º, portanto 
ES ago o EI = pi 
> 40º e 2 2 
logo, sen 42º + sen 38º = 2sen 40º-cas 2º 
11.2) Simplifique a expressão 


= COS 9X +Cos 3x 
sen 5x —-sen 3x 


Solução 


Transformando o numerador em produto, temos: 
cos &x + Cos 3x = dcos dx-cos x 
Fazendo o mesmo para o denominador, temos: 
sen bx - sen 3x = 2senx - cos dx 


Cos 9x + tos 3x 2cos4x-cosx cosx 


Então. y = me SE Cm 
sen 5x-sen 3x 2senx-cos dx senx 


=cotg x 
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113) Transforme em produto a diferença y = 2cosx - 2 


Solução 
E e 42) 
Inicialmente, escrevemos y = 2 cos x- «2 = 2| cos x- 
J2 n 
Substituindo agora == por cos z" temos: 
XL 
ht 
x+— x — 
= 2 cos «cos T)=2 -Z sen é .sen— A |a 
id q E E 2 


no x x 
=-4 sen + | sen(5- E] 
Devemos notar que a resposta poderia ser escrita 
É e. 
y=4 sen( 545) sen(5-5] 


Nesta ultima passagem usamos a fórmula de mudança de sinal 
sen(-a)=-sena 


11.4) Transforme em produto a soma y = Sen 2x + Zcos x 


11.5) 


Solução 
Inicialmente, escrévêmos y = 2sen xcos x + 2cos x = Zcos xisen x + 1). 


Substituindo agora 1 por sens. temos: 


x n 
Fá q o *— a 
y=2 005 x|senx+sen5)-2 cos x 2 sen Cos — = 
x ni ad A al 
=4 cos x-sen| —=+— = 
ai (5+ a 


Sendo log:sen x =m e logos x =n, calcule loga(sen 3x + sen x) 


Solução 


Transformamos, inicialmente, o logantmando em produto: 
sen3x + senx = 2Zsen 2xcosx = 2Z(2sen x cos x)cos x = dsen x cos" x 


Então: 


logatsen àx + sen x) = loga(dsen x-cos'x) = log=4 + logsenx + logcosix = 
= log;2? + logasen x + Z-logacos x = 2+m+2n 
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41.3. TRANSFORMAÇÃO DE sen pt cos q 


Para a transformação de expressões como sen p + cos q Ou sem p — cos q em 
produto, basta lembrarmos a propredade dos arcos complementares, ande aprendemos 
que 

cos q= senl E - | 
(2) 
Assim, ao se escrever 


sen p+ cos q=sen pesen/5- a) 
í 
Eni 


sen p- Cos q= sen adia 


recai-se nas transformações conhecidas em 11.2 


Exercicio Resolvido 
11.8) Transforme em produto a soma sen 5x + COS x 
Solução 


Fazendo cos x=sen/5-x e aplicando em seguida a fórmula de 


RA 


transformação ce sen p + sen 2 temas: 


E N &x + 2-x) 
sen 5x + cOSX = sen 5x + senl Lo zxle2.sen—d Lcd Le 
La 2 2 


=2 sen[2x+£] asalsr=is 
CT a a 


11.4. TRANSFORMAÇÃO DE tg pttg q 
Para a transformação detgp + ta qeta p-tg q. basta escrever as tangentes em 
função de sencs e cassenos. Assim: 


sen sem sen P-cos g+sen gq cos p 
tg p+tg Rs PR E O lt o a Pd 


cos p cos q COS P-COS q 
lago. 
sen(p+q) 
t t =" +10 
sP+'aq Cos p-Cos q 
sen sen sen p.cos q-Ssenq-cos p 
tg p-tg ge toc O sen p.cos q- sen q-cos p 
cosp cosq COS P-Cos q 
logo, 
sen(p-q) 
tg po tg qe E 
9P-*8 cos p-cos q 
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Observação: O leitor deve notar que O metodo de oblenção dos resultados 
demonstrados é extremamente simples, dispensando-se a memorização dessas 
fórmulas. Assim, para transformar uma expressão como tg p + cotg q, é claro que se 

o 


poderia escrever tg p+ tal a e usar a primeira das fórmulas demonstradas; no 


entanto, seria mais simples e próducente fazer 


senp , cos cos G senp-senq+eosp-cosg “cos(p-a) 


t + col 
gp E e cos p sen q Cos p:sen q cos p-senq 


Exercícios Resolvidos 


11.7) Elimne a soma na expressão y = Ig 3x + lg x 


Solução 
- Senda | senx  sendxceosx+senxcos3x sen(3x+<x) » sendx 
“'cosãx cosx COS 3x COSX C0oS3x COSX  cOos3x-CoSx 


11.8) Se 2: +2p==—,mostre que Ig «-cotg | = -cossec 2] 


E 
ê 
Solução 


Temosque «= 3" 2; ; então: 


; cos 2) cost 
tg «e -cotg p=19[5-28)- cotg B = cota 28 -cotg À = O” Sen E 
— cos 2) -senf-sen 2b-cosp | sen 2fcos P-sen [cos 2) ” 
a sen 2p-sen | sen 2). sen À 
gas ca O -COSSEC 2[ 


sen 2j. sen À sen 2h 


11.5. FÓRMULAS DE REVERSÃO: TRANSFORMAÇÃO DE PRODUTOS EM SOMAS 
OU DIFERENÇAS 


Vamos mostrar aqui como transformar produtos da forma sen a - cos b, 
sena -senbecosa- cos b em somas ou diferenças das Tazões trigonométricas. Isso 
será imediato se tornarmos as seguintes três Fórmulas de Werner vistas em 11.2: 


senta+b) + sen(a-b) = 2senacosb 
cos (a+b) + cos(a-b) = 2cosacosb 
costa+b) - cos(a-b) = -2sena-sen b 
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Nos segundos membros temos os produtos que desejamos transformar em 
somas ou diferenças. Basta, agora, reescrevermos estas relações, oblendo, assim. as 
chamadas Fórmulas de Reversão: 


sena -cosb= = [sen (a+b)+sen(a -b)] 


cos a-cos b=>[cos(a+b)+cos(a-b)] 


sena-senb= -=[cos(a+b) -cos(a- b)] 


Exercícios Resolvidos 


5a 
11.9) Calcule o valor de Cos75 0055. 
Solução 
conieços = Al cos ES acodtaedE) Ea cos 5 +cos[-2) = 
2 Sta =7[ 0877712)" Cl jz 72)" 2/82 3). 
1[ 7 NA 
= [O+ cos ED q 


11.10) Demonstre que: 
cos 3x cos x — cos 6x-cos 2x - sen 5x-sen 3x = O 


Solução 
Temos que 


cos àx-Cos X = sLcos 4x + cos 2x] 


cos 6x-cos 2x = a[cos Bx + cos 4x] 


sen x sen 3x = ->[cos Bx - cos 2x | 
Então: 
cos 3x cos x — cos 6x cos 2x -— sen bx-sen 3x = 
1 1 1 1 4 1 
= 7005 4x+ 7 C052x — 2 €058x— 5 co54x + 7 t0sBx— = Cos ex =0 
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11.6. RESUMO 


1º) Fórmulas de transformação em produto 


senp+seng= 2 senP? 


senp-seng= 2 senB-d. RE 


cos p+cosg=Zcos e -cos Eqq 


2 


cosp-caosq=-2 senP>9.senÊ qd 


sen(p+a) 


t = —— AE 
apriga cos P-cos q 


sen(p-q) 


ig pi cos P-Cos q 


2º) Fórmulas de reversão 
sena-cos b= [sen(a +b)+ sen(a - b)] 


cos a-cos b= a[cos(a+b)+cos(a-b) | 


4 
sen a-sen b= -aicos(a +b)-cos(a =b)] 


Exercicios Propostos 


tHiAWTransforme em produto as expressões: 


a) sen 6x + sen 2x c) sen x — sen 3x 

b) cos 7x + cos 3x dj cos 3x — cos x 
11.12) Transforme em produto as expressões; 

a) 1 — 2Zsen 2x Cc) sen x + cos x 

b) sen2x + 2Zsenx dj sen 3x — cos x 


11,13) Transforme em produto as expressões; 
a) sen tix + sen 3x + sen 15x — sen x 
b) cos 5x + cosx + senôx + sen 3x 


11.14) Simplifique a expressão: 
cos 9x +cos 7x 


* qan Dx =sen 7% 
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1115) Simphfique a expressão: 
* sen 100º + sen 20º 
— cos 100º+cos 20º 


111B)Sendoa+b “3 , calcule o valor de: 


. Sena -senb 
cos b-cos a 


11.17) Utilizando as fórmulas de transformação em produto, demonstre que: 
sen'a - sen'b = sen(ta+b)sen(a-b) 


11.18) Transforme em produto a expressão sen'3x — cos”x 


11.18) Demonstre que 
tg 3x — tg x = 2senx sec 3x 


11.20) Demynstre que: 


a 
cotg a + gs = Cossec a 
11.21) Adotando cos 10º = 0,98, calcule o valor de tg 10º + tg 40” 


11.22) Sabendo que sen Ee *0 e que: 


x +Y 


ato x + blg y=(a+blta= 


| proveque acosy = bcosx 


11.23) Transforme os produtos abaixo em somas ou diferenças: 
a) sen 40º-cos 12º 
Db) 2cos 5x-cos x 
c) 2Zsen 3x sen 2x 


11,24) Calcule O valor das expressões: 


24 24 

D) y= COS 7a cos E 
Te 12 
Cc) y=2sen Si sen Ed 
24 24 


11.25) Simplifique a expressão: 
y=senxíZcos 2x + Zcos dx + Zcos bx + 1) 


11.26) Sendo cos 10º = a, calcule o valor da expressão: 
y = 8cos 65º. cos 25"-cos 145º-cos 125º 
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mr SEE aum FR + 


Exercícios Suplementares 
11) Resolva a equação sen(=x) -5 


HZ Simplfique a expressão, 
— COS 3x-cos x-sen 3x- sen x 


(1+ “2 cos 2x)(1- J2 cos 2x) 


HW 3) Calcule sen 285º, conhecidos os senos e cossenos de 30º e 45º 


11.4) Sendo q ef) ângulos agudos de um triângulo retângulo, verifique que: 
sen(B-20) = cos Jg 


ll5 Dados sena= Ei 


1º 
O<a< e senb= | O<b<s, calcule 0 valor de sen (a 


2 
ae 
-bj+cos(a + b). 


Wi Bj Mostre que cotg(a+b) = cotga-cotgb — 1 


cotga + cotgb 


W7) Sendo a+b= E calcule o valor de y = (1+ 3 -colg a)[t+ J3 -colg b] 


118) Simplifique a expressão: 


tal E RT 264) 
cotgl =-ael-tgja- 2a 
2 


Eis > 3 2 4 
tg(2x-«)-colg 2 +20 |- 
19) Calcule a expressão: 


/ “ 
sen(n-arc sen a) + cos| 5 +arc sen b | 
À 
Re [3x fa A 
cosl =" +arc sena | + senl=-are cos b 
(2 (2 


- 


11110) Se A, Be € são ângulos internos de um triangulo, mostre que 
cotg A-cota B + cotgácotg C + cotgBcogl = 1 


(11.41) Calcule sen(2-aro cost] 


11.12) Calcule cos[ 4 «arc senZ) 


4167 


f 
11,13) Calcule tg| saio tg 2) 
' 


111.14) Verifique as identidades. 
a) 2senu — secw = seco (senZa — 1) 
bj) 2Z2cosu — seCu = sec uwtos do 


41.15) Calcule cos 15º de dois modos: 


1º) utilizando o fato 15º = 45º — 30º 
3 


2º) ubilizando a fato 15º 3 
111.18) Sendo n e N*, calcule o valor de 


— sen(3nu) cosf3na) 
— sen(nu) cos(nu) 


111.17) Sabendo que sen 2x = m, calcule o valor de 
n 


y=senlZ-x +cos?| > +x 
é 4 


1.18) Simplifique a expressão y = enxe - . 


11.19) Sendo x + y = . calcule y = cos = cos t 


1.20) Simplifique a expressão: 
Si sen 40º + sen 10º 
cos BOº + cos 50º 


111/21) Simplifique a expressão: 
cas u — COS fu 


= 
2|sen u-sen Su + sena) 
1 


111.22) Transforme em produto a expressão cosa — cos'b. 


111/23) Transforme em produto a expressão sen a + sen b + sen c, sabendo que a, be é 
são ângulos internos de um triângulo, 


11.24) Transforme em produto a expressão: 


pd sen(a +b) 
aaa sena-senb 


111.25) Calcule o valor de 
y=tg9º — to27º — tgB3º + tg 81º 
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PARTE IV 


Capítulo 12 - Equações trigonométricas 


Capítulo 13- Inequações trigonométricas 
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Capitulo 


Equações trigonométricas 


12.1. FINALIDADE DESTE CAPÍTULO 


Neste capitulo, pretendemos estudar a resolução de equações que recaem nas 
equações simples cos x = a sen x = a outgx=a após uma série conveniente de 
simplificações, Não é possível desenvolver-se uma teoria geral sobre essas equações, 
devido à variedade de tipos diferentes que existem. De um modo geral, as 
simplificações são realizadas com o recurso das fórmulas de adição de arcos, fórmulas 
de arço dobro, transformação em produto etc. Através dos exercícios resolvidos você 
enconirará sugestões para a abordagem dos casos mais comuns. Nos demais itens 
analisaremos algumas equações clássicas, cuja resolução exige certos artficios 
especiais. Estão incluidas também algumas equações que envolvem as notações arc 
sen x, arc cos x. arc tg x e are cotg x. 

É útil lembrar que, no conjunto-universo U = R a equação sen x = Q tem 


conjunto-solução 
S=lxem|x=ka (ke Z) 


a Pquação cos x = O tem conjunto-solução 


S=ixeR|x=T+hn. (k 2) 


+“ 


e a equação tg x = O tem conjunto-solução 
Se(xeR|x=kr (Ke Z) 


Convencionaremos que, se o exercicio não mencionar o conjunto-universo, ficará 
subentendido U= R. 


É útil também lembrar que tg x e sec x só existem se x x 2+ kr, enquanto que 


cotg x é cossec x só existem se x = km. Nas equações trigonométricas que envolvem 
estas expressões, devemos verificar se os valores da incógnita encontrados satisfazem 
essas condições de exisiência. 
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Exercicios Resolvidos 


12.1) Resolva a equação sen 5x = sen 2x. 


Solução 
Escrevemoas sen 5x — sen 2x = 0 e, em seguida, transformamos em produto: 
3x fx 
ê sen COS = D 
Hã duas possibilidades: 
3x 
| 4 
j sen 2 q 
7x 
|| — = 
1 cos 3 4] 
E, 2k 
De |) tiramos S = km, donde x = Eu 
Rio at a Ykr 
De |l) tiramos *- 2 tkz, donde x = 7+ 
ÁSSIM, 
2kr a. 2kz 
S-|xeRIx- 3 ou «5.28 (ez) 
12.2) Resglva à equação cosx = cos[ SE 2x). 
Solução 


á “ 


Fscrevemos cosx-cos| = 2x |=0 e em seguida, transformamos em 
= EA 

Sd 

Hã duas possibilidades: 


H sen(582)- o 
4 


produto -2sen! Sm 3) sen(- SE )=0 


2 
dx Sa 
Hj sen( SE). 
Ê Sn x &r 
De ma d O st 
e |) tiramos "a kr. donde x 5 Zkr 
3x Sm Sm 2kr 
De ll) tiramos E ad donde x e Ce 
Assim, 
Se jxeRix= SE 2 ou RS LRN (ce) 
2 [5 3 á 


12.3) Resolva a equação tg 2x = cotg dx. 


Ee 


Solução 


- sen 2x Cos 3x 


Escrevemos tg 2x - cotg 3x = OD isto é > -=D— = 0. Multiplicando por 
9 9 ' “ cos 2x sen 3x P P 


sen 2x Cos 2x 
sen 2x-sen 3x — cos 2xcos 3x = O 


ou seja, —COS(2x + 3x) = 


Recaimos, assim, na equação cos 5x = O. que fornece 5x = 5 +ka, donde 
PR 
o 5 


Condições de existência 


ka 


ajPara tg 2x escrevemos 2x = — 5 km, donde x = 5 ii. 


k 
db) Para cotg 3x escrevemos 3x = kom, donde x * ão ; 


Devemos verificar se estas condições são obedecidas pelos valores de x dados 


k a = : 
75 Pago Para isso, vamos representar as expressões acima 


por meio dos pontos correspondentes na circunferência trigonométrica. 


na expressão x = 


9 Pontas que correspondem lj Pantas que correspondem Ill) Pontos que correspondem 


à expressão à Pxpressão à EXPressão 
K57 
TEL Sd xa TR x = 827 
10 0.5 4 ê 3 


Observe que nenhum ponto da figura |) coincide com os pontos das dvas outras. 
Isto significa que todos eles satisfazem às condições de existência, Podemos 
escrever 


1 kz 
e E SPP z 
S (reta 10 1 E (k e ) 


LAS 


27 ) 
12 4) Resolva a equação sen[x-SE) = Cos éX, 


Solução 


” ER / 
Escrevemossen[x— XE | -cos2x - O ou aindasen[x 2 ga sen 3-»]- De 
em seguida, transformamos em produto: 

(3x 77) cos[X,L|=0 
did 513 cos| 5 +75 


Ha duas possibilidades: 


Fá 2k; 
TE aka, dande ia be E 


» 


x 5n 
+45 = +ka, donde x="5 +2kn 


ASSim 


fr 2km 5n 
S=[xeRIx=S5+ 7 OU x= Es dka (e 7)) 


12.5) Resolva a equação 


Solução 


Pondo x+5= ae 33% = b, temos: 


tga+cotgb=b 


sen a os b .. 

donde O 
cosa sentb 

ou, multiplicando por sen b cos a: 


senasenb + cosacosb=0 
e. fnalmente, cos (a - b) = 0. Dai resulta 


a-b «5 tha 
ou seja: (e+5)-(5-3x]=5+m 
e então 
cabe 
Ba 
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Condições de existência 


a) Para o(<+5) escrevemos x+3 «5 +kym donde xe gtkz 


b) Para coto[ 5-3] escrevemos 3 -3x = kn donde x + a das | 


Façamos agora as figuras: 


| Pontos que correspondem Il Pontos que correspondem Ih) Pontos que correspondem 


à expressão à expressão à expressão 
n kr a a ko 

£=>+—— xe-+km % = -—— 
8 dq 8 8 a 


Observe que hã dois pontos na figura |) que aparecem também nas cuiras duas. 
e(s)er( E] Isto significa que os valores da forma x= E+k'a não 


savolásem às cuia de existência. Devemos então escrever, 


1 ka JR E] . o 
s-[rerix- ee e Xx=g+k q(keZek 2) 


12.6) Resolva a equação 
sen 2x + sen bx = 2sen dx 


Solução 

Transformemos em produto a expressão do 1º membro, 
2sen dx-cos 2x = 2sen 4x 

Dai, vêm 
sen 4x-cos 2x — sen dx =D 

sen 4x (cos 2x- 1)=0 

Hã duas possibilidades: 

| sengx=0 

) cos 2x =1 


De Il) tiramos 4x = kr, donde x = “a 


De Il) tiramos 2x = 2kr, donde x =kr. 
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12.7) 
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A expressão x = “a representa os oito pontos indicados na figura 20 jado, 


vértices de um cctógono regular. A expressão x = kr representa às pontos Ae 
A! Vê-se, assim, que o conjunto indicado por x = kr está contido no conjunta 


indicado por x = “a . Sendo assim, basta escrever 


s-jxerix- ME (ce z)) 


Resolva a equação 
costa+ 2x) + cos(a+x) + cosa =0 
Solução 


Agrupemos os termos convenientemente: 
(cos (a+ 2x) + cosa] + cos(a +) =0 
para, em seguida, transformarmos em produto a expressão entre colchetes. 


2cos (a+rx)cosx + cos(a+x)=D 
Dai. vem 


cos(a+x)j2cosx+1]=0 


havendo, portanto, duas possibilidades: 
| cos(a+x)=0D 


) cos x= Ea) 
2 
De | tiramos a+x= att , donde 


E 
Xe -a+ka 


De II) tiramos x = + +2kz. 


S=[xeRIxcS-aska ou x = + 2h (ke 2)) 


ES o 7 / [| 


128) Resolva a equação tg 3x = sen Ex. 


129) 


Solução 
Observe primeiramente que, sendo sen 2a = - e , podemos escrever 
+ 
sen 6x = Ed Rad 
1+tg/3x 
e a equação fica 
tg 3x = aa 
Ie tg'Ix 
donde tg 3x[1 + tg23x] = 2tg 3x 
isto é. tg 3x-[tg ax — 1] = O 
Consideremos as possibilidades: 
) tg 3x=0, donde 3x = kx, isto é, 
kz 
Xx=-— 
3 
I) tg3x=+ 1, donde 3x = à q tm isto é 
X=* : ER pi 
fr 


Assim, 


; km m kr 
S= IR -— =t—+— [ke Z 
pe |x 3 OU X TRES (k e ) 


Nota: neste caso, não é necessário verificar a condição de existência, pois os 
valores de x foram determinados a partir das equações lg 3x = O e 
tg 3x = + 1. nas quais a existência de tg 3x já esta garantida pelo simples fato de 


serem dados os seus valores 0, +1 00 +1, 


Resolva a equação 
2cos'x + cos Bx - 1=0 


Solução 


Consideremos inicialmente que 2cos'x — 1 = cos 2x logo, a equação pode ser 


escrita 
cos 5x + cos2x= 0 
ou, transformando em produto: 
pu cos fx FESP =0 
Ps 2 
Há duas possibilidades: 


7x 


| cost-o 
pe 

) cost =o 
2 
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De |) vem da RE donde ra 
2 2 ? 


f 
De Il) vem donde 
2 2 3 3 
Então, 
Í nx 2kr r 2kn ] 
S =x Rjx=-+—— qu x=s-+— (ke £ 
= qa een 


12.10) Resolva a equação 
sen(x+5)+cos(xs 3) =i+cos 2x 
6 3 


Solução 


Observe em 1º lugar que 


a 4 PR ÉS 
cos(x+5]= sen( a 4] 


e 1+cos 2x= 2cos*x 
Com isto. a equação fica 


Do E: 3 
sen, x+— +seni— =x |= 2co5 x 
UU 6) [5 


ou, transformando em produto: 


ps sen + Cos x=2 cos” x 
Dai vem cos x = 2c08'x 
ou seja, cos x (1 -2e0s x) = 0 
Há duas possibilidades: 
| cosx=0 


lj) cosx = Ns 
2 
e mM 
De |) tiramos x = ad : 
De lljtiramos x = + +2kz. 
ASSIM, 


S=[xeRIxe Sha ou x=+5+kn (ez) 


12. 11)Resolva a equação 
in ) 
tgi—+x |=1+sen 2x 
E 
Solução 
Façamos a mudança de variável a x=Yy. Teremos 2x = 2y -E e assim 
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to(7+x]=tg Y e 


i+senZx=1+ sen/2y-5) =1-cos 2y = 25enºy 
A equação dada fica tg y = 2sen*y. Por outro tado, sabemos que 
z tgºy 


seEn'y = 
AT tg?y 


2 tg'y 

t+ tgPy 

oulgy [1 +t9y] = 219º y 
toy ltigy-2tgy + 1]=0 
tgyltgy=1=0 

Há duas possibilidades: 

1 tgv=0D 

Ip tgy =1 


e então Ig y = 


De |) vem y = ka, donde xe-Srka 


De Il) vem y = q + x, donde ze=kr. 
ÁSSim, 


S=[rekix=-Teta ot kn (ez) 


Nota: como os valores de x foram determinados a partir dos valores de 


( 
tg y = tg li a não é necessário verificar as condições de existência. 
N 


) 


12.12) Resolva a equação 


Solução 


Com a mudança de variável Es. obtemos x=5 e assim 


7* “ =n1—3y. À equação dada fica 
sen(r-—-3y)=3 sen y 
ou ainda 


sen 3y =3seny 
Desenvolvendo o arco triplo: 


3seny — 4sen*y = 3sen y 
resulta 4sen'y = 0 e finalmente sen y = O. 
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Obvtemos então y = kr, Ou seja, 


dondex = —- =-2ky 


NTE 


S=[xeRIx=5-2m (ke 2)) 


12.2. EQUAÇÕES CLÁSSICAS 


Denominamos equações clássicas certos tipos de equações em cuja resolução 


se utilizam artifícios especiais. Analisaremos aqui os três tipos mais importantes, com 
seus metodos de resolução. 


12.3. 1º EQUAÇÃO CLÁSSICA 
Trata-se da equação 


asenx + bcosx=c (ab = O) 


Há dois métodos principais. O primeiro, que consiste em colocar sen X e Cos x em 
função de 195 =1, deve ser utilizado de preferência quando os coeficientes são literais € 


se impõe uma discussão. O segundo, mais indicado nos problemas numéricos, utiliza O 
ângulo auxiliar. 


I 4º metodo 


XxX 
Conhecemos as expressões de sen x e cos x em tunção de t9— =t: 


2t 1! 
SEN H=--——= E COREX=—: 
1+té 1+té 
Com esta substituição, a equação dlássica fica 
b(1=+" 


TRE ta 
OU Seja, após às simpliicações: 


(b+corf -2at+c-b=0 (1) 


Esta equação (|) permite calcular t e em seguida, tendo-se 95= t, podemos 


calcular x x=2arctgl + 2a. 


Supondob+c = O a equação (1) admitira raizes se e somente se 
s=4aº-d4(b+e)(e-b)>0 

isto é, se 
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a +bp' >! 


x : » 5 sus 
Note-se, porém, que, adotando-se 15 como incógnita auxiliar, corre-se o 


à : ER ru ' Ko ma 
risco de perder a solução x = 1 + 2kz, que corresponderia à situação em que 95 não 


existe. 

Verifiquemos em que caso isto aconteceria: se x = x + 2ka for solução, teremos, 
para esse valor de x, sen x = 0 e cos x = —1, de modo que na equação asenx+b 
cos x=c, obteriamos b + c= 0. 

Conclusão: se b + c = O, teremos a solução x = x + 2kr e, além desta, a 


-b 
solução o que se obtém de (l). Seb + c = 0, teremos apenas as soluções dadas 
a 


por (|). 


Exercícios Resolvidos 


12 13) Resolva a equação 
2senx + 3cosx=1 


Solução 


Temosa=2, b=3ec=1 


1=t 


x 2t 
Pondo tg— = t obtemos senx = e cosx= . À equação fica 
12 1+ É Pe 


istaé 2É=2t-=1=0. 
14 43 
2 1] 


Dai resulta t = 


no 
Ca 
o] 
Ed 


e, finalmente, x = 2arc (É 


Como b+c=4 4 0, segue que a solução x = r+ 2kx não satisfaz. Sendo assim, 


[E] 


S=[xeRIx= 2 aro 1/1218 a (he) 


12.14) Resolva a equação 
J3sen Xx-cos x =1 
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Solução 


x at 
Temos a=V/ã, b=-1 e c=1 Pondo tg5=t. vem senxeãy é 
qua 
ES 
À equação fica 
E A fo 
+ 1+É 


. 3 , 
isto é | = ya . Dai resulta Ea Teka 
3 2 6 


donde x = 5 + 2ka 


Neste caso, temos b + c = O: logo, os valores de x dados por x = q + 2kz também 
constituem solução, como se pode verificar diretamente, pondo 
senx=0 e cos x=— na equação dada. Temos então 


S=[xeR|X-5+% ou x=n+% (Ke 2)) 


12.15) Resolva e discuta a equação msenx + cosx + âm — 1=0. 
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Solução 


Temosa=m,b=1ec=1-3m. Hã dois aspectos a observar: primeiramente, se 
m = O ou m=0 e em segundo lugar, se b + c = O o 


b+c + 0 Comob+c=2-a3mteremosb+c=0 para m=5. Vamos então 


analisar separadamente os três casos: 


13m=0 
2º) m=2 
3 


3") me0eme5 


1º caso; suponhamos m = O. A equação fica cos x = 1, donde resulta 
S=jxeR|x=2k (kez)) 


2 é 
2º caso: suponhamos m= + equação fico E senx+ cos x+ 1=0. 
=+2 e”. 
Pondo Igá= tsenx= A e cos xe lit obtemos —2U ,It,quo isto 
2 1+t 1+t 3(1+8) TRE 


Fá 
ê, Lau caio o = arctg s|-5] 3) +kr, 
ê 2 2) 
3 
2 


Temos então x = 2 arc ta(- | + 2knr cainda x=n+2kr. Ássim, 


l 
S-[xezix=2 arc to(-5)+ 20 OU X= linda 


at 


Jato 


3º caso: suponhamos m=D e me. Ponda 95 =t. senx= 


êmt 1-f? 


: +am-1=0 


1- É 
cosx=—— obtemos 
E a ee Ju 


isto é (Am — 21º + 2mt + 2m=0. 
A equação admitirá solução se e somente se 4 = 4mº — 4(3m - 2) 2mz 0, ou 


3 
Seppuis ap 


2 
Como mz0ems = devemos ter 


iensÊ ou 2 emad 
K| 3 d 


set, e t; são as raizes desta equação do 2º grau, escrevemos 


S = (x eR|x=2arctgt+2kr ou x=2arc Igt,+2Zkz(KeZ) 


2º método: ângulo auxiliar 
Dada a equação asenx + bcosx = c(gb * 0), pademas escrever 


b c 
sen x+— cos x=— 
a a 


Seja p=arc 19º. (valor que pode ser obtido, por exemplo, por meio de uma 
E 


tabela). Podemos fazer a substituição 


E à equação fica 


i [» 
donde sen x cos m+sen4ipcás x =-—cos q 
a 
isto 6, 
c 
sen (x +4p) =—cosp 
4 


Esta última é uma equação imediata que fornece os valores de x. Haverá 
soluções desde que seja satisfeita a condição 


1 & Ecos E1 
a 
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Fi 
c 

Note que esta condição se escreve — cos ms 1 
a 


e comocos* a i Í . a 
id — EM 
seciip 1+tgip Dé cal ab 
E a 
a 
2 + 
resulta ga a 
a“ ao +b 


e finalmente 


Esta condição confirma aquela que encontramos no 7º método. 


Exercícios Resolvidos 


12.16) Resolva a equaçãosen x+ 3 cos x=1. 
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Solução 
Façamos ys= arc tg) 3-5 Assim, podemos substituir J3 por 
ri 
sen— 
É cos * 
é 
A equação fica 
Cl 
Ssen— 
sen x + >.co5x=1 
cosT 
| 
2! rn Tt 
ou sen x-Ccos— + sen—cos x = C08— 
3 a a 
e finalmente sda x 0) as a! . 
a ge 


Observe a figura Parao ponto P, temos +. ” a +2kn 


Donde x = 6 +2kn e para o ponto Q temos x a E + 2kz 


Donde x = a 2ka. 


Assim, 


S=|xeRIx=-Ee ka ou =5+2k (Ke Z) 


12.17) Resolva a equação sen x —- 2:cos x = 1 
Solução 
Façamos q =arc tg 2. Assim, 


sen q 
cos (p 


2=igy= 


Elas dê sen q 
e a equação fica sen x- 
cos q 


OU Seja sen xcosq — sen q'Cos x = Cosq 


“Cos x=1 


sen (x-«p)=Cos q 
Escrevemos ainda 


(x 
sen(x -— = sen] —-« 
(x-q) (27º 


| 
J 
sen(x -a)-sen[5-0)= 0 


) cos X +E-9)=0 
12 4 


De |) vem X E kr, donde x= 2 +2kr. 
2 4 2 
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e E 
De lhvem >-— —p=>+kr, donde 
A o 


X= 2* 20 +2ka ; 
Assim, 


S=[xeRix- 52 ou x=1+2arcig2 + 24x (Ne 2) 


12.4. 2º! EQUAÇÃO CLÁSSICA 
Trata-se da equação 


| asen?x + bsenxcosx + ccos!x = d. (abc =0) | 


Hã dois métodos principais. O primeiro consiste em colocar a expressão em 
função de tg x = re é preferivel nos casos de coeficientes literais, que exigem 
discussão. O segundo, mais indicado nos problemas numéricos, utiliza o arco dobro 
para recair na 1º equação clássica. 


[ 4º método 


Vamos dividir ambos os membros da equação por cosix. Obtemos 


atg'x + btgx + € Ee “e 
COS K 


e, lembrando que 1 ssecix=! +tg'x, 
cos x 


vem ” 
atg'x + btgx + c=d(1+tojxy) 


lta-ayr?+br+c-d=0] (1) 


Esta equação (l) permite calcular r para, em seguida, recairmos na equação 
imediata tg x = r Note, entretanto, que, ao dividimos ambos os membros por 


ou seja: 


2 ã n E 
cos x, podemos perder a solução x Sa que corresponderia ao caso cos x = O, 


Verifiquemos em que siluação isto ocorreria, Se x = = +ka for solução, teremos, para 


este valorde x, cosx= De senx=+ 1, de modo que na equação 
asen'x + bsenxcosx + ccos'x=d 
obteriamosa=d. 


Conclusão: se à = q. teremos a solução x=5+km e, além desta, a solução 


r= e que se obtém de (|). Se a = d, teremos apenas as soluções dadas por (1). 
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Exercício Resolvido 


12.18) Resolva a equação 
3cos'x + dsenxcosx — sen'x=2 


Solução 
Temosa=-1, b=4c=3ed=2 Comoazd, é claro que x=5+kn não 


constitui solução. Podemos então supor cos x x O e dividir ambos os membros da 
equação por cos*x. Obtemos 
2 


cos x 


3+ d4tgx-tgx= 


1 
e como——-— = sec” x = 1+1g'x 
cos” x 


resulta 3 + 4tgx — tgx = 21+1tg%) 
ou seja Gtg'x — stgx - 1=0 
2+47 
3 


Dai vemtg x= e assim 


/ ” 
5-freRix=ar tg] 24 


+kz [k c 
[men 


| 2º método: arco dobro | 


Conhecemos as idenlidades 


(1-cos2x) 


No | a 


senêx = 
s 1 
cos" x = alt+ cos 2x) 


1 
sen XCOSX = qesn 2x 

Substituindo estas expressões na equação asen'x + bsen xcos x + c cosx = d, 
obtemos 

2 (1-cos 2x) + 2. sen 2x+<(1+cos 2x)=d 

2 2 2 
Donde bsen 2x +(c-a)cos2x=2d -a—c 
Esta é a 1º equação clássica, cuja resolução já examinamos. 


Exercicio Resolvido 


12.19) Resolva a equação e 
13 sen'x- 2senxcosx- J3 cos? x = -v2 
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Solução 
Façamos a substituição em função do arco 2x: 

J3 J3 - 
“a ti-cos 2x)- sen ex-— (i+cos 2x)=-2 


Donde sen 2x sas Cos 2x = e 


ow sen E sen? , 

Pondo V3 =tg==—3 | a equação fica sen 2x + — 4. cos 2x = 2 
3 cos" cos7 
3 3 


bi! n = x 
ou senanrasa + Sen PCDS ZA = 42 e 


f 1 5 
e então sen| 2x a 2 
3 2 
Observe a figura. Para o ponto P, temos 2x E = +2k , OU seja, X=-ptk 


e para o ponto Q temos 2x+ 5-2 + 2k , OU Seja, x ska ; 


Assim, 


£ 


S=|xeRIx=-So+ka ou x = eka (k e 2). 
24 24 j 


12.5. 3º EQUAÇÃO CLÁSSICA 


Trata-se da equação 


a(sen x+cos x)+bsenxcosx =c 


isto é, uma equação que se exprime em função da soma sen x + cos x e do produto sen 
X COS x. 


Há dois métodos principais. O primeiro baseia-se na mudança de variável 
senx + cosx=2 
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O segundo utiliza a mudança de variável 


gets 
4 


Pondo sen x + cos x = z e elevando esta expressão ao quadrado. obtemos 


sen? x+2senxcosx+cos x=Z7 
donde 


ra 
2 


sen x:cos x = 


Substituindo na equação dada, vem 


e 
sz e(ES!] no 
2 


[bz2+222-b-2c =0] (!) 


Uma vez calculado z nesta equação (|), recai-se na equação sen x + COS x = 2. 
Esta pode ser resolvida por transformação em produto, escrevendo-se 


ou seja: 


fr x [ R) » [ n 
sen x+cos x=sen x+sen, —-x'=2 sen-—-cos|x-— |= V2cos| x-— 
12 4 (o 4) a 


) 
Resulta então a equação imediata 


* 


2 cos[x-5) == 


À 
É claro que só são aceitáveis os valores de z dados em (1) tais que 


=) DEV? 


Exercício Resolvido 


12.20) Resolva a equação ' 
senx+cosx+242 senxcosx=0 


Solução 

Pondo sen x + cos x = ze 
2 

senx cosx= | a equação fica 


z+v2(22-1)=0 
ouseja:V2 2 +2-/2=0 


f 
Dai obtemos Zz = — ou z=-(2. 
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"2 E 

Para Zz=-—, vem SEN X+COSX= — 

2 2 
: es í a) “2 
ou seja, V2cos|x-— (=> 
44 2 
n).1 
Enhaimentscosis=E = — 
a 

Temos então 
x-2=:2,2kx [— go eÊ ota 
g 3 4 3 


Para 2z=-/2 vem sen x + cosx= -v2,0ou seja, 2 cos (x-Sl=--vê e 


f a r 
finalmente CDS| X— 2) =“ —14. Temos então ss =aA+2kr e 


(cos y- sen y) 


x = SE + Zkm 
Ássim 
s=lxen x=T+"+2kr ou x= 28, 2kz (ke 2)) 
4 3 4 
2º método 
Pondo x =5*Y. obtemos 
r . 7 

sen x=sen/ 24 y |= SÉ cos y+seny) 

1 42 

| 


E: 
cos x=€cos| = +y |= 
14 ; 


Assim, 
Sen x+cos x = v2C05y 


e senxcosx= - (cos*y — sen”y) = cos*y — : 


Substituindo estas expressões na equação 
a(senx+cosx) + bsen xc0sx=€ 
obtemos 


das 15 
aJ2 cos y + pleasiya! |=C 
a 2) 


ou seja: bcos'y + av2 cosy - == 


donde se calcula cos y. 
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Exercícios Resolvidos 


12.21) Resolva a equação 


sec x + cossec x = 2./2 


Solução 


Escrevemos ! + L = 24% 
COS X Senx 


donde, sen x + cosx = 242 senx cos x 
É, portanto, a 3º equação clássica Façamos x= + y, obtendo (como 
explicado na teoria acima) 


= 1 
sen x+cos x=v2cosy & sen x-cos x=costy-s 


A equação fica V2 cosy = 242 [cosº y- | 
donde 2 cosy— cosy -1=0. 


Aqui obtemos cos y = 1 ou cos y=- Para cos y = 1 vem y = 2kx. donde 


R$] = 


x 1 2n n, 27 . 
x=>+72kx. Paracosy=-— vem y=1> kr, donde x=—-+— <dkr. E 
4 á 2 y 3 4 3 
imediato que estes valores satisfazem as condições de existência de sec x € 
COSSec x. ÁSSIm, 


S= ix Rix=D+2kr ou xm ts dn (ke 2) 
E E “—g F] aa a 


42.22) Resolva a equação sen? x + cos! x = 1. 


Solução 
Fatorando 0 1º membro através da identidade 
ai +b*=(a+b) (a +bº- ab). vem 
(sen x + cos x) (sen?x + cos"x — sen x cos x) = 1 


ou (senx+ cosx1l-senxcosx)=1 
2. 


Z*-1 ee: 
Fondo senx + Cosx=zesenxcos x= , à equação fica 


(1-8 
h Z 


Istoé 2º-372+2=0 ' 

A expressão do 1º membro, fatorada, resulta (z — 1)“(z + 2) Assim temos 2z=1 
ou z = -2. Somente o valor z = 1 satisfaz a condição-/2 <z s 42. Recaímos 
então na equação sen x + cos x = 1, donde 
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J2cos[x-5]=1 ou cos[x- 2). 


L 


Portanto, x a a E 2ka e finalmente 


Ps 


x=2kn OU X= a 2kz, ASSIM, 


S=[xem|x-Za ou x=5+2kg (e e2)) 


12.5. EQUAÇÕES QUE ENVOLVEM AS RELAÇÕES INVERSAS 


Daremos neste ijem alguns exemplos de equações que envolvem as notações 
are senx, arc cos x, arcig xe arc cotg x. A variedade dos exercicios deste lipo é muito 
grande, sendo portanto impossivel estabelecer uma teoria geral Os exercicios 
resolvidos a seguir poderão sugerir alguns dos métodos mais comuns. 


Exercicios Resolvidos 


12.23) Resolva a equação 


arctgx+arcig(i-x)=2arctgyx—x? 


Solução 
Indiquemos 


u=arcigx dondetgu =x e-Seu<s 
pB=arctg(1-x) dondetgp=1-x e-s<b<s 


y=arcig Jx-x?, dondetgy = Jx-xº e -5*"1<5 
à equação dada fica «+ [= 2y e podemos então escrever 
ta(m +) = tg 27 
tgu+tgp Zig 
t=tgutgofio 1-t9y 


ou ainda 
x+(1-*) 0 2y/x-x 
A SEE 
1=x[1-x]) 1-( fe) 
Nesta equação. o valor de x pode ser calculado, Oblemos 


x pa E ASSIM, S a ati 
2 (2) 
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12.24) Resolva a equação 
arc sen 2x = arc senx 3 + arc sen x 
Solução 
Indiquemos 


& = arc sen 2x, donde sena = 2x € -58085 


p=arcsen x/3, donde senp = xJ3 e -5sns 


nja 


y=arcsenx donde seny =x € ai és 


À equação dada fica o = + e, em seguida, escrevemos sen «= sen(f +y) 
sen «a=senÃcosvy-+senyecos 

Calçulemós cos À e cos y Comosen E = x/3, obtemos 

cos =1-sen'p=1-3x e assim cos E = +/1- 2%). 


Mas a <p=< E donde se conclu que cos [i não é negativo. Portanto, 
cos p= JI- 3x2. 
Coma sen y = x, obtemos cos”y = 1 - seny = 1- x) e sendo a EE: g vem 


cos y=vI-x. 
Com isto, à equação fica 2x = Sida mal t= DR 


1 
onde se calculam os valores dex. Obtemos x=0O ou x= ns 


Discussão 
Sendo 2x = sen «. devemos ter -1< 2x € 1, Isto É, 
Ed peça 
2 ? 
Sendo x 43 = sen [1 devemos ter 1x xV3 < 1, isto é, 
E e 
——— 4 X 5 — 
3 3 


Sendo x= sen y, devemoster —1=x 51. 
Nota-se que os três valores encontrados para x satisfazem estas três condições. 
Podemos então escrever 
FD | 
e LU ade 
ta 


12.25) Resolva a equação 
arcsenx + arcsen(l-x) = are cos x 
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Solução 


Indiquemos 


a 


E 
u=arc senx donde senrau=-x e A rs 


[4] 


B=arc sen(1-x) donde sen =1-x e -58085 
y=afe cos x donde cosy=x e Qsyer 


A equação dada fica u+|!=y e, em seguida, escrevemos cos(a+[i)= Cos y 
cosu Cos() — sena senÃ=cos y 


n n 
Calculemos cos « é cos f. Como senag=x e É daaiad vem 
cosu=1-x? Como senfj=(1-x) e -><Bs 


cos" [|=1-sen? = 1=(1-x =2x-x* e então 


cos p= v2x—x?. 
Com isto, a equação fica 


Vi-x2.J2x-x? -x(1-x)=x 
1 
onde se calculam os valores de x. Obtemos x= OD ou x = s ou x=2. O valor X 


=2 não é satisfatório. Escrevemos 


12.26) Resolva a equação 


arctgx + Zarccotg x o 
Solução 


Indiquemos 


u=arctgx dondetgu=x e -5<0<5 
[=arc cotg x, donde colg f=x e O<«bBar 


A equação dada fica u+2f = - e, em seguida, escrevemos 2E = Ea 
tg 2 =to[Z ce] 


Zn 


É 
t= tah + tgÉEtga 
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1- RA 1— Vãx 
e 
Nesta equação obtemos x = 3 e, assim, 
S=(3) 


Exercicios Propostos 
Resolva as equações dadas a seguir: 
12 27sen 7x = sen 5x 


12.2Bjcos 2x = cos x 


12 29) Ig x= cotg( 2x +5) 
12.30) sen 2x = cosf x n a) 


: : | 
12.31) to[3x+ E | e cotg[2x+ 5] -0 


1232)3 + 2cos 2x = 4cos X 


12.38)secx — cos x = senx 


i2.34]Jcos a - cos x = sen (e-a)[a - rua] 


x-a xa 
+ cosº E =1 (cos a = 0) 


12.35) cos? 
12.36) sen (a + 2x) + sen(a+x) + sena=0 


1238 sen[x-E |-sen/x-5 | sent = Õ 
4] 3 12 


12.38) sen'x.cos x = Õ+ cos" x-sen x 


12.39jcos x cos /x = cos 3x-cos 5x 
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12.40) sen x sen 3x = - 
12. 41)2(senx + cosx) = sec x 


12.42) sen? 2x + sen'x = 


no] 05 


12.43) sen'x a cos! x = A! 

i | 
4 

12.44) tg x-cotg x = Sen 2x 


12.45) tg 2x + cotg x = B cos'x 


12.46) sen 3x + cos 3x = 


Sal = 


12.47)2senx+ 3Jcos x= 1 


12.48) 43 sen2x + cos2x=1 


12.49)1 — cos dx + sendx=Q 


12.50) V3 cos/x + 2sen x-cos x — J3 sen?x = 2 


12.51) sen?x + 2sen XCOSX — 2c0s'x = > 
12.52)sen xcos x — J2 (senx+cosx) + 1=0 


12.53) 45en x cos X — 2/2 (senx + cos x + 3=0 


/ ' 
12.54) tg xr 195 +X |=2 


12.55)arc sen x + arc sen [x4/3) = a 
12.5B)arccosx+arccos 2x = ; 

“x bu 
12.57arcsen Jx + arecos JX = E 
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12 5Bjarctgx + arctg 3x = z 


i259)arcsenx + arccosx + arctgx = arcig2 + arctg 4 


12.60jaresen(1-x) — 2 arccosvi-x? = 


mia 
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Capítulo | 


Í 3 Inequações trigonométricas 


E. / 


13.1. INEQUAÇÃO DO TIPO cos x <a 


Consideremos o seguinte problema: 


Resolva a inequação cos x < a no conjunto-universo U. | 


Levando-se em conta que —1< cosx < 1, temos vários casos a considerar: 
1º) a s —1. A inequação é impossível e temos S = 6. 


2º) a > 1. Qualquer valor dex e U satisfaz a condição cos x <a Temos S=U. 

3º) a = 1. A inequação fica cos x < 1 e é satisfeita para todos os valores de x e 
U, exceto aqueles para os quais cos x = 1. Assim, 
S=U-[xeR|x=2kr(keZ)) 

4)-1<a<1.É ocaso mais comum. Observando a figura 13.1, percebe-se que 
as extremidades dos arcos que constituem solução devem pertencer ao arco 
geométrico P, A'P, Se indicamos a = arc cos a (correspondente a P:), então 
a 1º determinação positiva correspondente a P; é 2a — a. Se fosse U = (0; 27], 
escreveriamos 
S=[xeR|a<x<2n-a) 


Fig. 13.1 


Se tivermos U = R, escreveremos 
S=[xeR|a+2Zkn<x<(2n-0)+2kz (ke Z)) 
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Se o conjunto-universo for U oc R, bastará fazer a interseção de U com 0 
conjunto acima. l 


Exemplo 
Seja resolver a inequação cosx<5 no conunto-universo U=[-m2] 


; E 5 
Observemos a figura ao lado. No intervalo fo; 2n] a solução seria RE No 


comunto-universo (x, teriamos 


Iracxc Te Zn(keZ) 


Nesta expressão, fazendo k =... -2,- 1,0, 1,2,... oblemos uma sequência de 
infrios intervalos, regularmente distribuidos ao longo do conjunto dos números reais. 


Como, no nosso problema, pretendemos U= [-r; al, devemos considerar a interseção 


desses Intervalos com o conjunto U. Obtemos então (conforme a figura ilustra): 


n n , 
S=[xeRI-nsxe-s ou T<XST/ 
3 Ke) 


13.2. INEQUAÇÃO DO TIPO cos x >a 


Consideremos o seguinte problema: 


| Resolva a ineguação cos x > a no conjunto-universo U. 


Sendo —1s cos x «1, temós vários casos a considerar; 


1º) a < 1, A inequação é satisfeita para lodo x e L!. Temos S=U. 
2º) a > 1. Não existe solução real. Tem-se S = 4. 


200 


3º) a = —1. A inequação fica cos x > —1 e é satisfeita para todos os valgres de x e 
U, exceto aqueles para os quais cos x = —1. Assim, 


S=U-jxeR|x=a+2ka (ke Z)) 


4-1 «a «1. Como a figura 13.2 indica, as extremidades dos arcos que 


constituem solução pertencem ao arco geométrico PAP, 
q = 


Sendo 
arc cos a (correspondente a P;,), então a +? determinação positiva 
corespondentea Pé 27 —- q Se fosse U= [0 2x], escreveriamos 
S=ilxeR|0sx<a ou 2n-n<xs22) 


Se tosse L = [-r: x), poderiamos escrever 
S=(xeR|-n<x<a) 


U - 


Se fosse U = R, poderemos escrever 


S=|xeR|-a+2kn<x<a+2ka (ke Z)l 
No caso de um conjunto-universo U qualquer, faz-se à interseção de U com este 
úlumo conjunto. 


Exemplo 
: 1 : 
Seja resolver à inequação cosx > -— > no conjunto-universo U=[=m; 21) 


Observemos a figura abaixo. No intervalo [0; 2x], a solução seria 


nex<2E ou DO esa 
3 3 


No coniunto-universo K, teriamos 
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«DE emaca cm + 2a (Ke Z) 


Ato 27 2m 4x 
3 3 3 


= ) “O TEN: DER 
-27 . 3K - 1 0 x x Sa 21 
2 2 


U 
A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-7:27] nos dão 
resultado: 


S=lxeR|-E cx ou E ex<2m) 
3 3 3 


13.3. INEQUAÇÕES DOS TIPOS senx<aesenx>a 


Consideremos o seguinte problema: 
Resolver a inequação sen x < a (ou sen x > a) no conjunto-universo U. 


Sendo —1 < senx < 1, há vários casos a considerar. 


1º) a <— 1. Ainequação sen x < a é impossivel S = 6; 
A inequação sen x > a é satisfeita para todo x e U: S=U. 
2º) a = —1. A inequação sen x < —1 é impossivel S= 4; 
A Ineguação sen x > — 1 é satisfeita para todos os valores de xeU 
exceto aqueles para os quais sen x = —1. Assim, 


S-U-jxe RIx= T+ 2km (k e2)| 

3º) a = 1. Para a inequação sen x < 1. temos 
S-U-jxeRix= T+ (e ez)) 
e para a inequação sen x> 1 temos S = 4. 


4)a>1. Parasenx<atemos S=Ueparasenx>atemossS= a. 
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5)-1<a<1.Éo caso mais comum, que se resolve com o auxilio da figura. 


B' [senx<a; 


Fig. 13.3 


No caso da inequação sen x < a (fig. 13.3), as soluções tem extremidades no 
arco geométrico P, B'P, Sendo « = arc sen a (correspondente a P,), então para P> 
temos a 1º determinação positiva 7 — a. Se o conjunto-universo é ix, obtemos uma 
sequência de infinitos intervalos, 


a-27 —n-a a a-a ênta 
A é DEE Ee 
fi, A, E STE —A 
-21 de Rn .£ q a cn 3 2x 
2 2 2 


que podem ser simbolizados pela expressão 
S=[xeR|n-a+Zkn<x<2n+0+2kr (ke Z)) 


Para um conjunto-universo U qualquer faz-se a interseção de U com este último 
conjunto 
No caso da inequação sen x > a (fig. 134), as soluções tem extremidades no 


arco geométrico P, BP,. Se o conjunto-universo é R, 


a-2r =-0 a tt 2xta 
. 4 Sodré - - q mem 
-22 31 x E q x nº 37 2m 
2 2 2 


obtemos uma sequência de infinitos intervalos, que podem ser simbolizados pela 
expressão 


S=(xeR|a+2kn<x<n-a+2Zk (ke Z) 


Para um conjunto-universo U qualquer faz-se a interseção de U com este último 
conjunto 


Exemplos 


E ; 2 F 
1º) Seja resolver a inequação sen x < a no conjunto-universo U = 


203 


Observemos a figura abaixo. No intervalo O: 27] a solução seria 


No conjunto-universo R teriamos 


E ezencx< T+ 2kn (Ke Z) 


A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto 


U | e a 
nos dá o resultado 


S-[xeRI-Zex<-2) 
2 4 


2º) Seja resolver a  inequação 
sen x> — no conjunto-universo 
U= [-a; n) A 


Observemos a figura abaixo. No 
conjunto-universo R, teriamos 


S-[xeRI-S+ Zn cx cm (ke z)) 
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E ta -— E Ea tz Ms 
ES 6 6 6 6 
DR O A + e ' + 4 O —— O , 
-2n dk E Rn q a x 3r E 
2 fc 2 2 
U 


À interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-a; 2] nos dá 
o resultado 


S-[xeRl-nsx<-SE ou -Sexsa) 
6 6 


13.4. INEQUAÇÕES DOS TIPOS tgx<a e tgx>a 


Consideremos o seguinte problema: 


Resolva a inequação tgx < a 
(ou tg x > a) no conjunto-universo U. 


Fig. 13.5 


Observemos as figuras onde está ilustrado o caso a > O. 
No caso da inequação tg x < a, as soluções tem extremidades nos arcos 


geométricos P, AB' e P, A'B. Seja a = arc tg a Quando o conjunto-universo é R, 
escrevemos 
1 
S-[xeR|-Etkacxcarka (* e Z)j 


No caso da inequação tg x > a, as soluções tem extremidades nos arcos 
geométricos P,B e P,B' Quando o conjunto-universo é R, podemos escrever 


S=[xeRlatkncx<ieta (ke 2)) 


Exemplos 


19) Seja resolver a inequação tg x < — 1 no conjunto-universo U = [-x;22). 
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Observemos a figura abaixo. No conjunto-universo R, a solução poderia ser 


escrita 
A kncx< SE ka (k ez) 


—3r ss 3x ta 
4 4 4 
md EA dd, 
-21 dz mo A fo x , 3 2x 
2 2 2 


A intersecção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-x; 27) nos 


dá o resultado 
Í 37 37 E 
— ou — <exe— 
2 4 


Badge] BanasE ou —<x< 
| 2 4 2 4 


2º) Seja resolver a  inequação 
tg x > -J3 no conjunto-universo 


U= [-n;x] ç 
Observemos a figura abaixo Seo 
conjunto-universo fosse R, 
poderiamos escrever a solução 
na forma 
n nº ” 
-atkm <x e di (Ke Z) 


2x 
3 


-Ix -4E e: 1 2x ar 
3 3 3 3 
= TESE E bém 
-2 = cquidho 0 n x 2 
SP Ee e 
U 
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A intersecção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [-x; x] nos 
dá o resultado 


S=ixeR|-nsx<-À ou -L es 2x ; 
| | 5 q <X<5 OU <X<a 


Exercicios Resolvidos 


13.1) Resolva a inequaçãosen x < cos| e x] no conunto-universoU = [0; 27] 
t 
Solução 
* 
| 


) 


x 
Escrevemossen x < sen( + X 


ou son E aelscon x>0 
(4) 
Transformando em produto: 
2 senãcos[2+x)>0 
8 (o) 


( 
n nx 
e como a > O, devemos ter com 5 + x >0 


) 


O arco de medida ii x deve ter extremidade no 1º ou no 4º quadrante, isto é, 


snes xe + 2kr (ke Z) 
2 8 2 


Dai resulta 


DE aka cx T+ ka (Ke Z) 
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13.2) 


13.3) 
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A interseção desta sequência de intervalos com o conjunto U = [0; 27] nos dá o 
resultado 


S=[xerjosx<T ou Eexe2n) 


Resolva a inequação 1 —- sen x > cos*x no conjunto-universo U = R. 


Solução 


Pondo 1 - sen x > 1 - senx, vem sen?x — sen x > O. Trata-se de uma 
inequação do 2º grau y? -y > O, comy=senx. Devemosterysx0Oouyz1,ou 
seja, sen x < Oousenx 2 1. 

A figura representa a solução, que pode ser escrita 


S-|xeR|x=5+2ka ou n+2kn<x<2n+2kx (k e2)) 


N 
senx «O 


Resolva a inequação tg” x < 1 no conjunto-universo U = [—x; x). 


Solução 


A inequação dada equivale a —1 < tg x < 1. Observemos a figura. Para o 
conjunto-universo &, escreveríamos a solução 


«ET skrex<iskn(keZ) 
4 4 


4 4 4 à 
—— dd. EA boi 
Zn dd FALO kÊ 7 3 2Zr 
2 2 2 
u 


A interseção dessa sequência de intervalos com o conjunto U=[-; x) nos dão 
resultado 


S=(xeRj-r ane ou -E<x<>ou E evês 
4 FI 4 
134) Resolva a inequação sen'x > 1--sen 2x no conjunto-universo U = R, 


Solução 


Coloquemos sen?x e sen 2x em função de to x =t Sabemos que 


senix = ( T 

I+tgix 1+t 

sen 2x = Et cm 

Artgêx d+ 
A nequação fica EE ed 
a 1+t 


; 1 
que, simplificada, resulta t > > Devemos, então, resolver a mequação tg x > z 


; 1 
Indiquemos «x = arc g> 


No conjunto-universo U = E podemos escrever a solução na forma 


3K 
E 


S=[xeRlutkncx ci aka (e <2)] 


13.5) Resolva a inequação sen 2x + tg x > Z no conjunto-universo U= =. 
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Solução 


Sendo sen 2x = 2 ig x 
Ito? 


P-2+84-2>0 


e pondo tg x = t, a inequação fica est 22, ouseja 
+ 


O polinômio do 1º membro, na forma fatorada, se escreve (i = 1) (É-1+2)20 
Para o fator t —t + 2 temos A = -7 <Q; logo, temos É-t+2>0paratodo + 


ER. 


Assim, baslaimport-1 > ) ousea lgx2 1 
Para U = R tem-se 0 conjunto-solução 


Exercícios Propostos 


s-lxenlEskrsacTema (kez)) 


Resolva as inequações, dadas a seguir, no conjunto-universo U indicado: 


136) 2sen'x<cos2x U=E 


13.7) tg x > sen 2x, U = [-n; x] 


138) sen*x s 1-cosx, U=[0;27] 


139) 5sen'x + sen'2x > dcos 2x, U=R 


13. 10)sen2x + cos2x x -V2, U=KR 


13.11)sen2x + cosZx s 1 


pia [0:2n] 


13.12)sen'x > cos'x, U=[-m,7] 


Exercicios Suplementares 


IV.1) Resolva a equação sen 2x +cos[x 5) =) 


[V.21 Resolva a equação 


IV.3) Resolva a equação 


cos[ au +] + cos 2x + cos[3x+ SE |O 
! 2 t q 
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IV 4) Resolva a equação 


V.5) Resolva a equação cos 2x + tgêx = 1 


IV.B) Resolva a equação 2,2 sen'x = sen 2x 
M7) Resolva a equação 2sen?3x + sentex = 2 


Iv.B) Resolva a equação tg 3x + tg 2x + tgx=0 
V.9) Resolva a equação sen'x + cosx= ? 
ê 


14.10) Resolva a equação sen*2x - Bsen'x + 2=0 
14.11) Resolva a equação 2tg 3x = 42 sec 3x - 2 


V.12) Resoiva a equação 
4 -2/42 (secx+cossecx) + 3sec xcossecx=0 


4.13) Resolva a equação arc sen 2x = arc tg 3x 


W.14) Resolva a equação Zarc sen x + aresenZx= 


IV. 15) Resolva a inequação SAE tg x <1 noconjunto-universo U = E, 


: - 1 1 
IV 16) Resolva o sistema de inequações simultâneas sen x 3 e COS x < 5% no 
conjunto-universo U « [0 2n). 


4.17) Resoiva a ineguação cos 2x + cos x > O noconjunto-universo U=[-x =]. 


1.18) Resolva a inequação sen 2x < tg x no conjunto-universo U = [0: 2x] 


14.19) Resolva a inequação sen 2x > COS X no comunto-universo U=[0:24] 


W.20) Resolva a inequação tg x (1 — asen?x) > O no conjunto-universo U = =. 


2wn 


Capítulo 14 - Resolução de triângulos 
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Capítulo || 


E 


——— a rt 


Resolução 
de triângulos 


14.1. INTRODUÇÃO 


Dizemos que um triângulo está resolvido quando conhecemos as medidas de 
seus lados, de seus ângulos internos e também a sua área. Para resolver um triângulo, 
frequentemente são usadas as relações métricas para triângulos retângulos e para 
triângulos obliquângulos, bem como as relações trigonométricas, que se exprimem em 
função dos lados e ângulos Passaremos a examinar tais relações. 


14.2. LEI DOS SENOS 


Para um triângulo ABC qualquer, valem as relações 


a b Cc 


senAÃ senB senG 


C 
x 
b a 
N 8 
Fig. 14.1 


ou seja, os lados são proporcionais aos senos dos ângulos opostos 


Esta propriedade é conhecida como lei dos senos Passemos à sua 


demonstração. 
Consideremos a circunferência circunscrita ao triângulo ABC. Foram feitas três 


figuras (14.2, 14.3 e 14.4) para representar separadamente os casos dos triângulos 
acutângulio, retângulo e obtusângulo. Tomando como base o lado BC, construímos um 
novo triângulo BCA, de tal modo que BA' seja um diâmetro. Este triângulo é, portanto, 
retângulo em C. 
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No caso da figura 14.2, temos BÃ'C = À (pois são ângulos inscritos à 
circunferência, correspondentes a um mesmo arco BC). Escrevemos, então, 


senÃ = 2 isto é, Econ: 
2R sen 


Fig. 14.2 


No caso da figura 14.4, temos BÃC = n- À (pois são ângulos inscritos à 


q, cre . 
circunferência, correspondentes a arcos replementares BAC e BA'C) Escrevemos, 


: a a : 
então, sen(1-À)= =. O que é o mesmo que senÃ = isto é, e adia E 


nÃ 


evidente que, repetindo o processo com as bases AC e AB, encontraremos 


analogamente 


= 2R donde resulta 
sen 3 sen C 
a b c 
senÃ senB send 


Fig. 14.4 
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No caso da figura 14.3, a lei dos senos resulta como consequência imediata da 


própria definição de seno no triângulo retângulo: sen ba donde e -=a. 
a sen B 
sent=L donde E -a, 
a sen € 


Assim, lembrando ainda que sen À = sen> =1, vem 


a b Cc 


—— — 


senAÃ senB senCl 


Exemplos 


1º) Suponha-se que conhecemos, de um triângulo ABC. as medidas 
a = 5cm, À = 32º e É = 49º Podemos, com o auxilio da lei dos senos, 
determinar as medidas dos outros dois lados, b e c. Como À-B+C=180º, 
temos imediatamente € = 99º. Da tabela obtemos os valores 
sen À = sen 32º2 0,53 
sen B=sen 49º=0,75e 
sen É = sen 99º= 
=sen 81º= 0,99 


Em seguida, pela lei dos senos, escrevemos 

a b A 
— = — donde 
sen A senB 


pa De lg? item d2* 


e ainda 


sen À senl 


doido ue Sl Ca 200 Sem 49º 
sen À 0,53 B 


2º) Um homem caminhando em direção a 
um poste, observa que o ângulo de 
elevação do topo é 42º quando ele se 
encontra no ponto A (ver figura) e, 
avançando 10m para mais perto, esse sd 
ângulo passa a ser 52º em B. Com DA, ad 
estes dados, pode-se, por exemplo, no 
determinar as distâncias x e y que st! 
separam o homem do topo em cada E Pá 
um dos dois instantes. Basta aplicar a . ú 
lei dos senos ao triângulo ABP. AçN42º B52º 
Temos . 10m | 
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sen À =sen 42º=0,57 
sen B=sen 128º=sen52º = 0,79e 


sen P=sen 10º=0,17 
Então, escrevemos 


Xo [º) 
senB senP 
donde 
ppp TO O rom 
sen P 0,17 
y : Pe = donde 
sen À senP 
=P sen À A 10 0.67  394m ã 
sen P 0,17 


14.3. LEI DOS COSSENOS 


Consideremos um triângulo ABC qualquer (as figuras representam os casos em 
que o ângulo À é agudo, reto e obtuso). 


o Ç a 
a 
b a b a b 
Â A 
[e 
Ã c B A [o B A c B 


Fig. 14.5 


Vale a seguinte relação: 


| a” =b2+c?-2bccos À 


que é conhecida como lei dos cossenos. No caso particular em que À é um ângulo reto, 
tem-se cos À = O, assim, a relação acima recai no teorema de Pitágoras: 


q -pee 
É claro que esta relação pode ser escrita também para os outros dois lados do 
triângulo. Valem, portanto, as três relações: 


a? =b?+c*..2bc cos À 
| b?=a? +c?-2ac cos B 
ci=a2+b?-2ab cos 
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Passemos à demonstração da lei dos cossenos nos casos em que À é agudo ou 
obtuso. 

Se o ângulo À é agudo (fig. 14.6), aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo 
CHE, obtemos 

a =h(c-x)) = 

=h2+(ci- 20x +x%)= 

=(nº+x)+cº-2ex 


Fig. 14.6 


No triângulo AHC, obtemos h? + x? = b? e também E = cos À, donde 


x=bcos À Assim, finalmente, vem a relação a? = b? + c? —- 2bc cos À. 

Se o ângulo À é obtuso (fig. 14.7), aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo 
CHB, obtemos 

a=ht(c+x) = 

=hê+(ci+ 20x +%)= 

=(h2+%)+c?+2ex 


C 


=: 


a 
SEL; B 
A 
mpg 
x E 
Fig. 14.7 


No triângulo AHC, obtemos hº + x = b? e também 


EE cosa = cos(n-À) =-cosÃ, dondex=-bcos À. 


Assim, finalmente, vem a relação a? =b? + c? —- 2bc cos À 
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Notas: 7º) Às expressões da lei dos cossenos podem ser escritas na forma 


onde fica clara uma das mais comuns aplicações da lei dos cossenos. determinar as 
medidas dos ângulos internos do triângulo, conhecendo-se as medidas dos lados. 

2º) Através da lei dos cossenos, deduzimos um critério para determinar se um 
angulo interno do tnângulo é agudo, reto ou obtuso. Basta aplicar a tabela abaixo: 


obruso 


Exemplos 


1º) Sabendo que, num triângulo, dois lados que formam um ângulo de 34º tem 
as medidas 45em e Gem, podemos calcular a medida do outro lado 
Observemos a figura e apliquemos a lei dos cossenos, fazendo 
b=45.c=-be À= 34º 


a =b+c-2becosÃ= 
=(45/+6º — 2(4.5)-60,83=11,43 
Assim, a = 3,4cm 
2º) Sabendo que os lados de um triângulo medem 2 =23.b=242€ 


c=/8+2, podemos determinar as medidas dos ângules internos. Temos 
prscêi-o (242) +(VE+V2) (243) 
be | 2.(2/2) (48 + 42) 


CcOSÁÃ = 


E po 1 E 
Esta expressão, simplificada, nos dá cosÃ = 5 onde À = 60º. Para calcular B, 
podemos utilizar a relação 
A 2402. ph? 
cos B = a+e -b 
zac 
ou então aplicar a lei dos senos. 
E: PÇA ' donde sen & = 2 SENA 
senã  senB a 


Desta última cbtemos 
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isto é, É = 45º 
Consequentemente, temos € = 75º. 
Resposta: À = 60º Be 45º É = 75º 


14.4. ÁREA DO TRIÂNGULO 


Examinemos algumas relações que permitem determinar a área de um triângulo. 
À primeira delas, que se destaça por sua importância, permite calcular a área de um 
triangulo ABC conhecendo-se as medidas dos três lados a, be c. Chama-se Fórmula de 
Herão: 


| 


s= lp -ajo-Dp-a) 


Aqui, p representa o semiperimetro, isto é: 
o arb+c 
"e 
Exemplo 


Vemos determinar a área de um triângulo cujos lados medem 10, 11 e 17. 
Calculamos primeiramente o semiperimetro, com a=140, b=1lec=17 


Depois, p-a=19-10=9 
p-b=19-11=8 
p=c=19-17=2 

eentão ptp-a)(p-b)(p-c)=19982=2736 


Portanto, S=/2 735 252,3 


Demonstração da fórmula 


S=p(p-a)(p-b)(p-c) 


Consideremos o triângulo ABC, no qual À e É sejam agudos (É poderá ser 
agudo, reto ou obtuso), 
À área do triângulo pode ser expressa na 


SqaE 
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Mas, como o = senÃ, temosh=bsen À e então S = EsenÃ. 


Vamos agora exprimir gen À em função das medidas a, b e c dos lados Sabe-se 


que 
2 2 mê 
assis de Se 
2bo 
Então, 
2 
a b? 2 q? 
sen'Ã =1-cos” À =1- b?ec?-s?) - 
2bc ) 
à PR E isa e) a 
2bc PA Zbc 
(2bc+bl+çi-a pes 
2bc 2bc ) 
(+ c?+2bc)-a? fa? (pb? + ct 2p0)] 
É 2bc 2hc o 


repre ja tone 1 
+ pegadas RÃ a, tro A PR ib+e+al(b+c-al)la+b-c)fa-b+c 
2be | 2be ani ( Esta X parei 
Mas, sendoa + b+ c=2p. temos 

b+c-a=2p-lZa 

a+b-c=2p-2e 

a-b+c=2p-2b 
donde 

Pp 1 4 

ser'A = = (20) (2p-2a)(2p -2b)(2p 20) = oa p(p-a)(p-b)(p-e) 


e então 


2? FD [———+ 
senÃ = — Je(p-a)(p-b)(p-c) 
Podemos agora voltar à expressão da área: 
bc bc 2 


S= > SenÃ a Es p(p-a)(p-b)(p-c) 


e assim 
S=p(p-al(p-b)(p-c) 
Examinemos agora outras expressões da área do triângulo. Valem as seguintes 
relações: 
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E claro que basta demonstrar a validade de uma delas. por exemplo. a terceira. 


a E 
t t 
As Na 
(1 
| e 
“a 
p/ 1 E Kas S hi db SN 
th = d 
2 LAS À 
ESB je = ey sta = EN 
Â c B A c B À c B 


Fig. 14.9 


A figura 14.9 representa o triângulo ABC nos casos em que À é agudo, reto e 


obtuso. Nos três casos, temos s-5. 


escrevemos h 


Nos casos em que À é agudo ou reto. 


bsen À Para o caso em que À é obtuso, temos também 


h=bsen a =bsen(r- À)= bsen À Assim, em qualquer caso podemos escrever 


gg. = Age senÃ. 
2 2 


14.5. RESUMO 


2) Lei dos cossenos 
a =b?+cº -2bccos À 
bP=al+c?-2accos B 
c=a+b?-2abcos C 


ou ainda 
2 2.n2 
cdi +cí-a 
2bc 
2 2.n? 
coste? +cé-b 
Zac 
P 2 2.n2 
cos at +bé-c 
2ab 
3) Área 
S= 
1 2 
S=-ab sen C 
2 
1 E 
= -aç sen B 
2 
1 d 
S=-bc sen À 
2 


SPRRERE PEN, 2R (lei dos senos) 
sen Ã senB sent 


p(p-a)(p-b)(p-c) (Fórmula de Herão) | 


Exercicios Resolvidos 
14.1) Resolva o triângulo ABC, sendo a =/3 ,b= 1 e À= 120º 


Solução 


Apliquemos a lei dos senos: 
E b E 


sen Ã senB senC 


; 3 
pondo sen À = sen 120º= 32 
obtemos 
a 1 c 
o T—|; 
Ei sen B senç 
Z 


Resulta senB=-, donde Ê = 30” dai também obtemos imediatamente 


ba]-s 


É =180º-À-É=180"-1200-30 = 30º 


É 1 : 
— tiramos 
sen C senk 


Então, de 


, OU Seja: CS. 


ade di 
ha ojos 


Para calcular a área, podemos fazer S -5ab sen É -— J3 1505 = 3 


Resposta: c=1 B=C=30º, Se 


14.2) Resolva o triângulo ABC, sendo dados a= J8+v2, b=2, B=15º e sabendo-se 


que sen 15º= Rafa 
Solução 
Pela lei dos senos: ——— = s - 
senÃ senê 
l 8 + 2) (48-42) 
donde sen À = a sen ê asenô [V8+v2) (V5-v2) 1 
ao 2 4 2 


col 


14.3) 


14.4) 


Podemos ter À = 30º ou À = 150º Vamos então separar à problema em duas 
passibilidades: 


p) ÃÂ = 30º Temos É = 180º - À - B = 135º Pela lei dos senos: 


E ã b sen É 
a e, onde c= ———— 
senC senB sen B 


2 o ad2o. 
O TORA 
4 


A área vale S-Dab sen 6-1 (080 5) 2. 20 3501 


eentão c= 


Resumindo: c=2/3+2, À=30º, 0=135º, 8= /3+1 


2º) 150º Temos É =180º- À - É = 15º Assim, como B=É , resultac=b 


= 2. Para a área escrevemos 


1 4 
S=-be sen Aelzodas 
2 ê 2 
Resumindo: c=2, À=150º 6=15º,8=1 


Resolva O triângulo ABC, sendo a = 32, b=44e É= 78º Utilizar os valores 
aproximados. 
sen 78º = 0.98 e cos 78º=0,21. 


Solução 
Fela fe; dos cossenos 

c'-al,b?-2Zabcos C=322444º-2.32.44.0,21=2369 
donde é = /2380 = 49 


Fela fe; dos seros: 
à. E donde sen À send EE 
senÃ sent e 48 
e assim sen À = 0,54. Na tabela, obtemos (aproximadamente) À = 40º Em 
seguida calculamos B =180"-Ã- E = 62º, 
Fara a área lemos: 


s -58b seniês 5:32 -44-0,98 = 690 


Resposta: c=49 À =40º,8=82º,5=690 
Resolva um triângulo cujos ângulos internos medem 53”, 58º e 69º, sabendo-se 


que o seu perímetro é igual a 43. 
(Dadas: sen 53º = 0,B0, sen 58º = 0,85, sen 69º = 0,99) 
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Solução 


Pela lei dos senos: 
a cs al a [o -=92R 
sen A senB sent 

dondea = 2R sen À 

b=2Rsen B 

c=2Rsen € 
entãoa+b+c=2RisenÃ+sen B +sen O) 
isto é 43 = 27R (0.80 + 0,85 + 0.99) 


Dai obtemos R = E . ÁSSIM, 


3 
25 
3 = 2R sen Artes 0,80 = 13 
. as 
b=2R senÊB=2 q 0.85=14 
c=2R senô=2:2.093216 


Para a área temos: 
S = >bo sen À = 5:14:16-0,80 2 90 
Resposta a=13 b=14,c=16, 5=90 


14.5) Prove que em qualquer triângulo, tem-se pras a(bcos É —ccos B). 


Solução 

Tarnos 

b*=a?+cº-2accos É 

c'=a+h*-.Zabcos É 

donde b*-cº=cê-bº-2accos É +2abcos É 
2bº — 2º? = 2a(hcos É — ecos À) 

eassim. bº—- cê =afbcos E - ccos É) 


146) Prove que em qualquer triângulo tem-se 48 = (b' +c' —-a)-tg À. 


Solução 
E E - DR 
Sabemos que Rosifna co donde poste. Por outro lado, 
2 be 2cosÃ 
S = Abe sen À 
2 
z z 2 q 2 ê 
àssim S no Re SR a Ã = Eta Ã 
é 2ros À 4 


pentãosS=(b'+c-a. tg À 
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14.7) Prove que em todo triângulo vale a relação 


B-É 
o B=e 
—qêr= (lei de tangentes) 
B+C b+c 
a 
2 
Solução 


E b 
Da lei dos senos— — = E 


senB sent 


b senB b-c 
tiramos — = — Daqui podemos escrever 
sen C 


D+C 
ou transformando em produto: 
B-É Ee 


bag. 2 8en -Cos 2 
+C B+C B-C 
2 sen - Co 

2 
isto é 
B-€ 
b-e 9-5 
b+c t B+C 
e, 


—. Sen 8 -sen (o 


sen B+sen € 


14.8) Na figura, determine a expressão de h em função de d, a e p. 


Solução 


No triângulo ABD podemos aplicar a lei dos senos: 
BD d 


sena | sen ADB 
d sena 
sen(B-a) 


onde ADB=f-a. Assim, BD = 


Por outro lado, temos 
h=BDsen B 
e então 
- d sena senfi 
- sen(p-o) 


D 
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14.9) Na figura, determine a expressão de h em função de d, q e À. 


D 
B h 
d 
O o 
A 
Solução 
No triângulo ABD podemos aplicar a lei dos senos: 
AD d 
sen ABD sen ADB 
onde ABD => + e ADB=a.-f 
(a 
dsen|-+ ) 
Assim, AD = ia ge =  —dcosp | 
sen(a-B) sen(a-p) 
Por outro lado, temos h= AD-sen a e então 
* d senacosf 
sen(a-(3) 
14.10) Na figura, determine a expressão de h em função D 
ded wfpey. 
Solução 
Apliquemos a lei dos senos ao triângulo ABD; n 
AD d 
sen ABD sen ADB ' Bh E 
Temos E 
ABD=n7-ABE, onde ABE=B-y. logo 
ABD = n-(B-a) 


eainda ADB=f-a 
dsenfr-(p-4)] . I sen(P=1) 
sen(f-a) sen(f-a) 
Por outro lado, h= ADsen a e então 
' dsena-sen(f -y) 


sen(P-a) 


Assim, AD = 
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14.11) Para medir a distância x entre dois postes CD e EF, foram medidos os ângulos 
&, fe y como indica a fqura, a partir dos pontos A e B separados um do outro 
pela distância d = 10m. Os valores obtidos foram o « =40”, p=50ºe y = 30º 
Calcule a distância x entre os postes. 


Solução 


Anliquemos a lei dos senos ao triângulo ABD: 
BD d 


sena sen AÔB 
onde ADB=B-a. Assim, 
— dseng 
a sen(-n) 
Por outro lado, temos BC = BD cost, isto é: 
dsenocosf 
sen(b-a) 
10-sen40ºços50º 10-0,64-0,64 
sent0º o — DME 


e então BC = 24,/im 
Apliguemos agora a lei das senos ao triângulo ABF: 
BF d 


seny “sen AFB 
onde AÊB=R-y. Assim, 


Dr — 
Gi = 


ou seja, BC = 


— dsem 
sen(j - 7) 
Por outro lado, temos BE = BF cos, isto é 
BE = 0 senycosp 
sen(b-y) 
. mo p -D,B4 
ou seja, BE = 10-sen30º.cos50º 10:0,50-0, 


sen20º QU 
eentão BE = 94m 
A distância entre os postes é 
x=BC -BE=241-924=147 
x=14,/m 
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14.12) Prove que em qualquer triângulo ABC tem-se 
Â. fe-sltece)f sina DEDO 
2 


“o Y p(p-a) 


Solução 


2 2 2 
Sabemos que cos À = a e ainda que, sendo tg 


ro |» 


to 
PR 


=t cosÁ = — 
: 1+t 


a -fb-c) 

(b+c)'-a? 

Ends o ente 
(b+c+aj(b+c-a) 


Comob+c+a=2p, vem 

a+b-c=2p-2c 

a-b+c=2p-2b 

b+c-a=2p-2a 

(2p-20)(2-26) (p-b)(p-c) 
2p(2p-2a) p(íp-a) 


Dai obtemos E = 


e então É = 


finalmente 


+= dP-d)(p-e) 
/ RE a) 


14.13) Resolva o triângulo ABC, acutângulo, no qual 
g=2.b= finos SÊ, 


Solução 


Sendo 5= ab senC, temos 


“ab 28). 2(/3+1) 3 


Como o triângulo é acutângulo, É =60º e cosê = 


ol 


Então, pela lei dos cossenos, 
=a+bl-2abcos O =2º+ (4341) -22, (/3+1).>= 


nd = 


donde c = v6. 
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Da lei dos seros obtemos: 


E. 
a 7 ' s 
E e ip ds e EAD A dE 
sen Ã sen & Fo J5 2 


e então À = 45º 
Daivem B =180º-Â- É =180º-45º- 60º =75º 
Resposta: c=V5 A-45º, B-=75º É=60º 


Exercicios Propostos 


14.14) Determine a natureza de cada triângulo (acutângulo, retângulo, oblusângulo) nos 
seguintes casos: 


a) a= 18, b=20, c=30 
bj a=10, b=34, c=38 
c) a=8, =. Fa É 
d) a=8, b= 12, c=14 
e) az7, b=10, c=13 


14.15) Determine a natureza do triângu! A retângulo, obtusângulo) cujos 
lados medem 2mn, m? -nº? e mé + 


14 16) Resolva o triângulo ABC em cada um dos casos seguintes: 


a a=2, b=V/5,c=/3+1 


b a=14 b=43441, à = s5*[úsco sen 15º= 


J6 - 2 
e 


c) a=2 b=/3-14 €=30º 
J3 


d) a=b=1, S=-— 
4 


e a-2, É = 105º, S= 


sor 2 cos i0sº = “= 
4 E 


J3 +41 
2 
[Dao sen 105º = 


26cm e 


14.17) Calcule a área do triângulo ABC no qual se tem a = 25em, b 
c=18em, 


58º ea 


1418) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo um ângulo agudo B 
diferença b-c= /3-1 dos lados do ângulo reto. 


[Dates ser 75º a sen 450= RA 


14.19) Calcule as medidas dos lados de um triângulo sabendo que elas são números 
inteiros consecutivos e que o ângulo maior é igual ao dobro do angula menor. 
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14.20) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o semiperimetro p sda vo DO 
raioR= 42 da circunferência circunscrita. 
a cos Y7b's dEnvê | 


4 


Dados sen 75º= 


” À 12.82 
14 21) Resolva um triângulo retângulo, conhecendo o perimetro 12/42 ea altura e 


relativa à hipotenusa. 


14.22) Prove que em qualquer triângulo tem-se 
b-acosÊ sent 

——————— — 

c-acosB senB 

bj) a =bcosÊ + 0 cosB 


c) (a+ b)fi-cosê) = o(cosÃ +cosB) 


a) 


dj a(cosB -senê) + b(cosÃ+senÃ)=c 
e) 2S(coig À +cotg B)=c? 


B acosÃ-bcosê- cosC(bcos À -acosÊ) 


14.23)A e B são dois pontos situados à margem direita de um ria, distantes 600 metros 
um do outro. C é outro ponto situado à margem esquerda. Os ángulos CAB e 


CBA medem, respectivamente, 48º e 75º. Determine a largura do rio. (Dados 
sen 48º = 0,74, sen 75" = 0,97, sen 57" = 0,84). 


14 24) Um homem deseja determinar a largura de um rio. Então, de um ponto da 
margem mede o ângulo de elevação do topo de um poste situado na margem 
oposta, obtendo 11º. Alastando-se 15m, ele obtém à novo ângulo de 9º Calcule 
a largura do rio. (Dados: tg 9º = 016 e tg11º=0,15). 


14.25) Na figura, calcule o comprimenta de AB, São dados: 
sen 30º = 0,50 
sen 6º = 0.10 
ecos 38º =0,81 
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14.26) Um observador está no ponto À sobre o topo de uma montanha e sua vista se 
estende até um ponto C no horizonte. O raio visual faz um ângulo « com a 
vertical Sendo R o raio da Terra, calcule a altura da montanha em função de « e 
R. 

14.27) Um observador situado sobre um barco, com o olho a uma altura de 1.4m acima 
do nivel da água, vê um avião e a imagem desse avião na água sob os ângulos 
de 30º e 30,5º, respectivamente, em relação à horizontal. Calcule a que altura se 


encontra o avião. 
(Dados: tg 30º = 0.58, tg 30,5º = 0,59). 


Rune. o AR 
PO Ii Sus 7 


Exercícios Sumplementares 


V1) Cetermne a natureza (acutângulo, retângulo, obtusângulo) do triângulo cujos 
lados medema=5 b=17,c=18 


Y2) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 74cm, Â=132e 8 =18º 
(Dados: sen 18º = 0,31, sen 132º = 0,74, sen 30º = 0,50) 


V.3) Resolva o triângulo ABC, sendo À = 45º, b= J3+1ec= 6 
V.4) Resolva o triânguio ABC, sendo a = 248, b= J8 — 7 o = Ê 


V.5) Calcule a área do triângulo ABC, sendo a = 98cm, b = 50cm e c = 74cm. 
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V.6) Resolva o triângulo ABC, sendo a = 243, b=V6 =J2 À =60º. 
J6- 2 8 + 2) 
4 4 


) 


V.7) Resolva o triângulo ABC, sabendo que À = 60º, B = 75º e que o semiperimetro é 


V6 +42 
|, 


[Dados sen 15º = e sen 75º 


p=3+48+48. [Dados sen 75º= 


V8) Resolva otriângulo ABC, sendoa=b=1e S=— 


V.9) Sendo h a altura do triangulo ABC relativa ao lado BC, prove que 
a 


h=—"————+. 
cotgB + cotgC 


V.10) Prove que num triângulo ABC tem-se: 
tg B atsb?-c? 
tg Cc a -p'sc 


V.11) De uma janela, com os olhos a uma altura h acima do chão, um observador vê o 
topo e o pé de um poste telegráfico segundo os ângulos x e À como a figura 
indica. Determine, em função deh, q e p, a altura H do poste e a sua distância d 
até o observador. 


V.12) No triângulo ABC da figura tem-se a = b. Além disso, DE/AB e EF 1 AB 
Calcule c sendo dados d, «ve fp. 
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Capítulo 15 - Funções trigonométricas 
Capítulo 18 — Cálculo de período e construção de gráficos 


Capitulo 17 — Funções trigonométricas inversas 


Capítulo | 


1 5 Funções 
trigonométricas 


15.1. INTRODUÇÃO 

Neste capítulo, serão retomadas as seis razões trigonométricas — seno, cosseno. 
tangente, cotangente, secante e cossecante — para que sejam estudadas do ponto de 
vista da teoria de funções. Para um bom entendimento, devemos ter um conhecimento 
razoável das definições e propriedades que caracterizam essa teorra; vamos, então, 
inciwr, paralelamente ao texto especifico das funções trigonométricas, 05 conceitos 
fundamentais que regem as funções reais de variável real. 


15.2. O CONCEITO DE FUNÇÃO 


Dados dois conjuntos A e 8, diferentes do conjunto vazio, uma função f, de 
A em B, é uma correspondência que associa a cada elemento de A um único 
elemento de 8. 

O conjunto A é denominado domínio de f, o conjunto B & denominado 
contradominio de f, se x é um elemento qualquer de A, então o Único y de B, 
associado a x, é denominado imagem de x pela função fe é indicado por 

y— Rx) 

O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum 

elemento de à é denominado conjunto-imagem de fe é indicado por KI). 


Exemplo 
À figura mostra uma função f, de À em B, onde temas. 


jo A=IgRRA 
Dominio: A=/0 S' q: A 


[A 


nfs ala aja O 


2r-s-a) 


Contradominia: B= | o O 5 “ar 
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Conjunto-imagem: I(f)= 40,0, 5; 


15.3. FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


Uma função f, de A em B, diz-se função rea! de variável real se 


AcReBck. 


Exemplo 


A função definida por f(x)= Jx—-5 tem para domínio A todo x real para o qual x 
-—520, isto é, x25. Então 
A=[5;tolc R 


O contradomino é B=R 


15.4. GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


Considere uma função f, real de variável real: 
fASB 


Fixado um sistema de coordenadas xOy, O conjunto G de todos os pontos (x, 
| (x)), com x e A, é O gráfico de f. 


Observe que, conhecido o gráfico G de uma função f, o seu dominio pode ser 
obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy; o conjunto-imagem de f pode ser 
obtido projetando-se G sobre Oy, na direção Ox. Assim: 


conjunto! 
| imagem [——a 


deminio | 
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Exemplo 
Seja a função definida por f(x) = $-4. 
Trata-se de uma função quadrática; seu domínio é K e seu conjunto-imagem 
será obtido a partir do gráfico, que é uma parábola. 
y 


O 
-110 
3 
3 


Projetando o gráfico em Oy, obtemos 
()=(yeR|y2-1) 
15.5. A CORRESPONDÊNCIA ENTRE UM NÚMERO REAL E UM PONTO DA 
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 
Consideremos a circunferência trigonométrica da figura 151 Já sabemos que, 
dado um número real x, existe sempre um arco orientado AP cuja medida algébrica é x 


radianos. 


Fig. 15.1 


Portanto, é claro que, dado x, fica determinado um único ponto P da 
circunferência trigonométrica, extremidade do arco AP. 


Temos, então, definida a seguinte correspondência: 


À todo número real x está associado um único 


ponto P da circunferência trigonométrica. 
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Exemplos 


1º) Ao número real x = O está associado o ponto A. 


Fim 


2º) Ao número real x = 1 está associado o ponto P, extremidade do arco AP, 
onde AP = 1 rad = 57º, 


eo 
3º) Ao número real x = —r está associado o ponto A', extremidade do arco AA, 
——s 
onde AA' = —« rad = —18B0º. 


4º) Ao número real x > está associado o ponto Q, extremidade do arco Âá, 


onde AQ = sd rad=25rad = 143º 


Ny 
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5º) Ao número real x = -8 está associado o ponto M, extremidade do arco AM, 
a 
onde AM = -8 rad = 458º. (Observe que, agora, fazemos um percurso de 
mais de uma volta para determinar M). 


15.6. FUNÇÃO SENO 


Na circunferência trigonométnca da figura 15.2, seja P o ponto associado a um 


número real x; P, é a projeção ortogonal de P em Oy. Sabemos que a ordenada OP; 
do ponto P é o seno do arco de medida algébrica x. cuja extremidade é P 


P. associado 
+ ao número real 


Fig. 15.2 


À ordenada OP; do ponto P denomina-se 
SENO DO NÚMERO REAL X. 
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Deve ser observado que, ao número real x, associamos o ponto P, extremidade 


—s —s Ae - 
de um arco AP por sua vez, ao arco AP está associado um único numero real OP, que 
—s 


é o seno de AP, assim, fica definida uma função f de IR em X para a qual 


| f(x) = sem x 


que é denominada função seno. 
O dominio da função é ix. 
Paratodo x real -1 ssenx «1, Temos que 


15.7. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO PERIÓDICA 


Uma função f, de domínio A = E, diz-se periâdica se existe um real T, não 
nuto, tal que 


| fix + Ti = fix), vxe A | 


Periodo de uma função periódica f é o menor T positivo que satisfaz a 
condição acima. 


15.8. GRÁFICO DA FUNÇÃO SENO 


Se. inicialmente, observarmos que para todo x real sen x = sen(x + 2n) = = 
senix+ 41) =... =sen(x+2kr), k e & veremos que a função seno é periódica E seu 
periodo é p= 2x, 

Fodemos provar esse fato fazendo 

sen(X + 2ka) = sen x cos(2kmr) + sen(2kai-cos x 
e como, para k e Z, temos cos (2kx) = 1 e sen (2kn) = 0, vem: 


sen (x + Zkn) = senx(1) + (Djcosx = sen x 


Comparando agora com a definição de função periódica (15.7), temos T=2kmxo 
menor valor de T, positivo, é obtido fazendo k = 1; temos, assim, o periodo 2x da função 
seno. 

Sendo assim, para a construção do gráfico de f(x) = sen x, vamos considerar 
alguns valores particulares para x no intervalo [0, 2x] ja previamente sabendo que a 
“figura” obtida nesse trecho será repetida à esquerda de O e à direita de 2m. 
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Temos, portanto: 


E assim: 


: E 
Devemos observar que a função seno é crescente no intervalo |0; 3 


e 


” 
decrescente no intervalo [5 2 voltando a ser crescente no intervalo [5 2| ; 


Também é preciso notar que o gráfico do seno esta inteiramente situado na faixa 
do plano limitada pelas retas horizontais que passam pelos pontos (0, 1) e (0-1), 
obedecendo, assim, ao fato já conhecido de que, para todo x real, 


-1<f(x)=senx< 1 
Portanto, o seno é uma função limitada (veja o item 15.9) 


15.9. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO LIMITADA 


Uma função f de domínio A c R, diz-se limitada se existe um real M, positivo, 


tal que 


[-Mst)sM, vxeÃ 
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15.10. FUNÇÃO COSSENO 


Na circunferência trigonométrica da figura 15.3, seja P à ponto associado a um 


número real x. P> é a projeção ortogonal de P em Ox. Sabemos que a abscissa OP2 do 
ponto P é o cosseno do arco de medida algébrica x, cuja extremidade é o ponto P. 
Escrevemos, então, que 


A abscissa OP» do ponto P denomina-se 
COSSENO DO NUMERO REAL x 


P: associado 
ao número rea! x 


Fig. 15.3 


Fica assim estabelecido que ao número real x associamos um único número 


real OP>, que é O cosseno de x: está, então, definida uma função f de R em K, 
denominada função cosseno. para a qual 


O domínio da função cosseno é R. 
Para todo x real 1! xcosx<« 1. Temos que 


KM) = [1,1] 


15.11. GRÁFICO DA FUNÇÃO COSSENO 
Observando, initialmente, que para todo x real 
cosx=cos(x+2aj=cos(x+ daj=.. = 
=cos(x+2kr), ke Z, 
veremos que a função cosseno é periódica e seu periodo é p = 2x. De fato, fazendo 


cos (x + 2kr) = COS X-COS (2kr) — sen x-sen (2Zkrn) 
e como cos (2kn) = 1 e sen [2kn) = 0, vem 


cos (x + 2km) = cos x-(1) — sen x-(0) = cos x 
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O menor valor positivo de T = 2kz (ver 15.7) é obtido fazendo k = 1, temos assim, 
o periodo 2x da função cosseno. 

À exemplo do que fizemos para a função seno, vamos construir o gráfico de f(x) = 
cos x no Intervalo [0; 27] e “completá-lo" em seguida. 

Temos, assim: 


um ciclo de variação do 
cosseno 


Observe que a função cosseno é decrescente no intervalo [O: 7] e crescente no 
intervalo [r: 27]. Note, também, que o cosseno é uma função limitada. pois -1 S 
cos x < 1 para todo x real 


15.12. FUNÇÃO TANGENTE 


Na circunferência trigonométrica da figura 15.4, seja P o ponto associado a um 
numero real x; T é o ponto de interseçao da reta OP com o eixo Az. Sabemos que a 


ordenada AT, do ponto T, é a tangente do arco de medida algébrica x. enquanto que 
OP, e OP, são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo arco. 
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Fig. 15.4 


a A ; x 
Lembrando que, se o ponto P coincidir com B ou com B', isto é. se x= a kz, 


não existe a tangente; excluindo esses pontos, temos, associado ao número real x, um 
único número real tg x, que sabemos ser igual ao quociente entre sen x e cosx. 
Fica, então, definida uma função 


) 
f de R-(5 + kr, keZpem K, para a qual 


|] 
sen x 
f(x) = tg x e E iam 


Deve ser notado que o dominio da função tangente é 


f 


A=|xeR|xaT+ka, (e ez) 


2 


onde estão excluídos os reais x para os quais cos x = 0. 
Vimos, também, no capitulo 5, que a tangente pode assumir qualquer valor real, 


assim, 


15.13. GRÁFICO DA FUNÇÃO TANGENTE 
Observando, Inicialmente, que para todo x do domínio A da função 
tgx =tg(x+a) =ta(x+27) =ta(x+3m)=...=ta(x+km), ke Z 
veremos que a função tangente é periódica e seu periodo é p = 7. Vamos verificar isto, 
fazendo 
ig x + to(kz) tgx+0 
t ky="2D> SOL SO lD = 
as Tg xetg(ka) = tg 200 8X 
Pela definição dada em 15.7, temos T = kx, de onde tiramos, para k = 1,0 
período x da função tangente. 
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Construiremos, então, o gráfico de f(x) = tg x no intervalo 


seguida, o ampliaremos para o dominio A. 


Fig. 15.5 


O leitor deve perceber (acompanhe na figura 15.5) que, quando x percorre o 


intervalo Hã E a tangente cresce indefinidamente, percorrendo todo o conjunto- 


imagem R, de -co à +09. 


Assim, temos: 


n 


Um ciclo de 
variação da tangente 
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de / 


io A 


À função tangente não é limitada. 


15.14. FUNÇÃO COTANGENTE 


Na circunferência trigonométrica da figura 15.6, seja P o ponto associado a um 
número real x, S é o ponto de interseção da reta OP com o eixo Bs. Sabemos que a 
abscissa BS do ponto S é a cotangente do arco de medida algébrica x, enquanto que 
OP, e OP; são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo arco. 


Fig. 15.6 


Lembremos que, se o ponto P coincidir com A ou com A', isto é, se x = kz, não 
existe a cotangente; excluindo esses pontos, temos, associado ao número real x, um 
único número real cotg x, que sabemos ser igual ao quociente entre 
cos x e senx. 


Fica, então, definida uma função f de R — (kr, k e Z) em R para a qual 


f(x)=cotgx| e lcotgx= poicatad 


sen x 


Deve ser notado que o domínio da função cotangente é 
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A=(xeR|x=kx (ke 2) 


onde estão excluídos os reais x para os quais sen x = 0. 
Vimos, também, no capitulo 5, que a cotangente pode assumir qualquer valor 


real; assim, 


15.15. GRÁFICO DA FUNÇÃO COTANGENTE 
Para todo x do dominio A da função, 
cotg x = cotg(x + 1) = cotg(x + 27) = cotg(x + 37) =... =cotg(x+ kn), ke Z. 


À função cotangente é periódica e seu período ép =x 
“Vamos, portanto, construir o gráfico de f(x) = cotg x no intervalo J0; x/ e, em 
seguida, ampliá-lo para o domínio A. 


Fig. 15.7 


O leitor deve perceber (acompanhe na figura 15.7) que, quando x percorre o 
intervalo JO; x[, a cotangente decresce, percorrendo todo o conjunto-imagem K. de += a 


—€0 
Assim, temos o gráfico 


Um cicla da 
variação da cotangente 
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sm O e e e em SS mm md 


sms | msm e e 


A função cotangente não é limitada. 


15.16. FUNÇÃO SECANTE 
Já vimos que, a todo número real x esta associado um único número real cos x. 


; R A dagiaças É 1 
Se cos x = O isto é Se x= 5 + kn existe, é é UNICO, O seu Inverso me CUM 


Definimos, então, função secante como sendo uma função f de K — Sri kn, ke 


& ) em K, dada por 


lix)= seCX= 
COS x 


Ó dominio da função secante é 


AstxeRi|xe o + kz, (k e 


Como paratodox e À temos secx<-1 ousecxa 1, 


Kh=lyeRiys-A ouyz1) 


15.17. GRÁFICO DA FUNÇÃO SECANTE 


E claroque sexe À 
secx=secix+2m=secix+dn=...=sezix+2kn) 


e, por isso, a função secante é peródica e seu periodo é p = 27. 
Vamos construir, primeiramente, o gráfico de f(x) = sec x no intervalo (0: 27] 


í 
ENEM, naturalmente, x = g a x= E) e depois completá-lo, 
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15.18. FUNÇÃO COSSECANTE 


Já vimos que, a todo número real x, está associado um único número real sen x 
Se sen x * O isto é se x = kr, existe e é Unico o seu inverso 


= cossec x . Definimos, então, função cossecante como sendo uma função f 
sen x 


deR-(kr, ke 2) em R dada por 


f(x) = cossec X = ——— 
sen x 


O dominio da função cossecante é 


A=(xeE|x=ka, (ke Z) 


Como para todo x e A temos cossec x< —1 ou cossec x 2 1, 


| HD=(yeR|ys-ouyz | 


15.19. GRÁFICO DA FUNÇÃO COSSECANTE 


Como para todo x e A 
cossec x=cossec(x+ 2n)=...=cossec (x + 2kz), 


a função cossecante é periódica e seu periodo é p = 27. . 
A exemplo do que fizemos anteriormente, vamos construir o gráfico de 
f(x) = cossecx no intervalo JO: 2r[ (excluindo, naturalmente, x = x) e depois completá-lo. 


É preciso perceber que, quando x assume valores próximos de O, x ou 2x, sen x 


= cossec x tende ao 


. - 1 
se aproxima de zero; portanto, o valor absoluto da fração 
sen x 


infinito. 


um ciclo da variação da 
cossecante 
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15.20. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO PAR E FUNÇÃO ÍMPAR 


Seja f uma função de domínio A, tal que: se x e A, então x e A. 


Se para todo x e A se tem f(x) = f(x), f diz-se PAR. 
Se para todo x e A se tem f(=x) = —f(x), f diz-se IMPAR. 


15.21. PARIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMEÉTRICAS 
Vimos, no item 9.2, as seguintes fórmulas de mudança de sinal. 


sen (-x) = -sen x 
cos(=x) = COS X 

ta (—x) = -tg x 

cotg (=x) = -cotg x 
sec(-x) = sec x 

cossec (—-x) = —cossec x 


Sendo x um número real dos dominios das funções trigonométricas, vemos que 

as funções f(x) = cos x e f(x) = sec x são tais que f(-x) = f(x), todas as demais são tais 

que f(-x) = f(x). Temos, assim, que as funções cosseno e secante são PARES. 
enquanto que as funções seno, tangente, cotangente e cossecante são IM PARES. 
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15.22 RESUMO 


Função seno 
f(x) = sen x 
D(f) = R 

(9) =[-1,1) 


período 2x 
função limitada 
função impar 


Função tangente 


f(x) = tg x 
D(f = 4x e R| x * 5 +km (ke 2) 
K)=R 
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Função cosseno 


ft) = cos x 
D(f) = R 
(O) = [1,1] 


periodo 2x 
função limitada 
função par 


Função cotangente 
f(x) = cotg x 
D(f)=(xe E|x =km, (Ke 2)) 


Kf) =R 


periodo x 
função impar 


Função secante Função cossecante 

f(x) = sec x f(x) = cossec x 

D()= (xe Rx + 5+km, (ke 2) D(f) = (xe Blx *kx, (k e 2) 
(n=yeRly<-1o0uyz1) Kf=(ye Rly<-1ouy 21) 


periodo 2x periodo 27 
função impar função im 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = 2sen x. 
Solução 


Temos que, para todo x real, —1 < sen x <1; multiplicando essa desigualdade por 
2, vem: 


-2<s2senx<2 
edai -2< f(x) <2 


Assim, (f)=(ycR|-2<y<2) 


152) Determine o domínio da função 
00) = El 
(x) (x + 3 


Solução 
Sabemos que existe tg « se e somente se 


x 
aa +km, (keZ) 
Fazemos, então, 


z EU! 
ad —= + ka 


2 
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15.3) 


15.4) 


15.5) 
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e tiramos x = E + kz 
Logo 


(= [xe Rix= E tkm, (k E?) 


Determine o conjunto-imagem da função f(x) =-2 + Jsec x 


Solução 
Temos que, para todo x do dominio da função secante, 
secx<-f ou secxz 1; 
multiplicando as desigualdades por 3, vem 
Jsecx<- ou Jsecxz 3, 


subtraindo agora 2, temas 
2 +3secxs-5 ou -2+ Jsec x 21 
e dai 
fix) <-5 ou fg) =1 


Assim, UNh=(y= R|y<-5 ou vz 1) 


GEnXx COSK 


Calcule o valor máximo assumido pela tunção f(x) = 5 


Solução 
Sabemos que 2sen x-cos x = sen 2x, donde sen xcos x = 5 sen 2X 
Escrevemos então, 
1 
—5en2x — SM ZA 
f(x) = 52 = (45) 


Como a base /5 é um número maior que 1, f(x) terá valor máximo quando o 


expoente assumir seu maior valor possivel; como o máximo valor de  senZx é 
1, temos 


imás = (45) = 5 


Determine oc dominio da função 
1 
Fix) = 7 : 
cotg| Xx+ a) 
Solução 


Para obtermos o dominio dessa função, devemos impor duas condições que a 
colangente exista e que seja diferente de zero. 


1º) existência de cotg [x + 2) 


Sabemos que existe cotg « se, e somente se q +ka, fazemos então, 


Tr ' x 
uz=x+-zkr e tiramos xae-—+ka 
4 4 
2” cotg xt 0 
O 4) 


Sabemos que cotg « 0 para q = - +kr: fazemos, então 


a TT. 5 
Ra eta e tiramos x aqtka 
Portanto, 
Dif)=|x E Rixegrka e x e km, (k 7) 
ft 
Observe que, se marcarmos na circunferência trigonométrica os pontos 


correspondentes às extremidades dos arcos z+ kr e sea. obtemos quatro 


pontos igualmente distribuidos, isto & que dividem a circunferência em quatro 
partes iguais. Portanto, podemos escrever que 


D(f)= jxeRpx e Do (nem) 


ZekaoP,P' 
4 


Sta 00" 


156) Mostre que a função definida por f(x) = x'sen x é par. 


Solução 

Varnos calcular ft-x) 

f(=x) = (-x)-sen (=x) = (=x)'(-sen x) ouseja 
H=x) = x-sen x = f(x) 

Como =x) = f(x), a função é par. 


Exercicios Propostos 


15.7) Determine o conjunto-imagem de cada uma das seguintes funções: 
a) fix) = sen 3x 
b) f(x) = 3s5en x 
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c) fix)=3+senx 
dj) fixj=-—-2 — cos x 


eo) fog=1 + 4cos[x+5] 
D foj= os 


15.8) Determine o conjunto-imagem de cada uma das seguintes funções: 
a) f(x) = sec 2x 
b) fix) = —25e€ x 
c) fix)=-2+ sec 2x 
d) fix) = 2 + 4cossec x 
e) fix) = |[cossec x| 
Db fog)=|-1 + cossec x] 


15.9) Determine o dominio de cada uma das seguintes funções: 
a) fix) = tg 2x 
= Ae 
bj fix) = colg [x 5 | 
( n 
c) fix)=sec| 3x- à) 
' 4 
15.10) Determine o dominio de cada uma das seguintes funções. 


8 to)=— 


ig 2X 
d) ias = 
— senx+cos x 
c) E pe 
H 
cotg[x- 5) 
dy Hx)= , 


sen àx+senx 


15.11) Determine os valores minimo & máximo que assume a função 
fixj=—1 + Jsen x 


15.12) Determine os valores minimo e máximo que assume a função 
fix) = |—1 + 3sen xl] 


15.13) Determine o valor minimo assumido pela função 
f(x) = ago A CDE x 


15.14) Determine o valor máximo assumido pela função 
f(x) - (O, ro 


15.15) Determine à conjunto-imagem da função f(x) = sen x — cos x 
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15.16) Determine a paridade de cada uma das seguintes funções 
a) fix) = xºcos x 
b) f(x) = xtg x 
Ag 3x+sen x 
RS cossec 2x 
xé -cotg 2x — sen x 


na sec 3x 
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Capitulo 


o 


6 


Cálculos de períodos 
e construção de gráficos 


16.7. INTRODUÇÃO 


No capitulo 15, tomamos conhecimento dos períodos e dos gráficos das funções 
Hx) = sen x, f(x) = cos x, f(x) = tg x etc. No entanto, é muito comum surgirem, em 
problemas (como, por exempto, no estudo da Ondulatória, em Fisica), funções 
irigonomátricas que ou sofreram transformações em relação às criginais ou são a soma 
ou o produto daquelas; por exemplo. as funções definidas por f(x) = sen 2x. f(x) = cos'x, 
f(x) = a-sen (eot + qp), f(x) = sen x + c05 x. 

Vamos, no presente capitulo, estudar algumas regras para o cálculo dos periodos 
& para a construção dos gráficos de algumas dessas funções. 


16.2.CÁLCULO DO PERÍODO DE FUNÇÕES DA FORMA 
y=m + mf(ax+b) 


sejam m, na e b constantes reais, com a - n + OQ. Nessas condições, 
Enunciamos o seguinte teorara: 


Se uma função f, definida per y = f(x], é periódica, de periodo p, então a função 

definida por g(x) =m + rrf(ax + b) é periódica e seu periodo é 

a 
[a] 


Por exemplo, f(x) = cos x é uma função periódica, de periodo p = 2m, então, a 


lunção definida por g(x) = 5 + 3cos| 2x 3) é periódica e seu periodo é 


Deve-se notar, com muita atenção, que dos coeficientes m =3 n=3a=2€ b= 


+ o único a influir no período é a = 2, isto é, o coeficiente de x. 
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Demonstração do Teorema 


Devemos provar (ver 15.7) que existe um real T, tal que gtx) = gix + TJ, isto 
êm+mnitax+b)=m+mfaíx+7T)+b). 


Assim: 

se y = f(x) tem periodo p, temos que 
fly =fix+pj=fix+2pj=fix+3pj=.., istoé, para 
ke z ftyj=fix+kp) 

Multiplicando essa igualdade por n (n = 0) e somando em seguida m, 
vem: 
m + nftó=m+nfix+kp) 

Fazendo agora a substituição de x por ax+ b(a = O), obtemos: 

m+euntax+b)=m+nflax+b+kp) 

que podemos escrever 


meniax+b=mentaxab+a. 2) 


ou ainda 


m+m-fax+b)=m+mifaç «e 1+b) 


Considerando temos 


m+n-f(ax +b)=m+n-ila(x+ Tj+b] 
mx) x+T) 


logo, como existe o real Ta £ para o qual g(x) = gíx + T), a função q é 


periódica. 
Como, por definição, periodo é o menor T positivo, obtemos, fazendo k = 1,0 
período de g 


p 
P= Po 
fal 


Exercicios Resolvidos 


16.1) Calcule o periodo da função f(x) = sen 5 à 


Solução 
Como a função sen x tem periodo p = 2r, então 
FP me FP. = 27 = By 
tal |1 
3 
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162) Calcule o periodo de função 


Solução 


Como a função lg x tem periodo p= x, então 


a JD E = 31 
al |2] 2 
3 


16.3) Calcule o periodo da função f(x) = 4 — 3sec [-nx) 


Solução 
Como a função sec x tem periodo p = a então 
p-P. 
[0] Ra 
16.4) Calcule o periodo da função f(x) = senêx. 


Solução 


Devemos, inicialmente, escrever a lunção na forma y =m + mitax + D). Para isso, 
vamos lembrar a fórmula de arco dobro 
cos 2x = 1 - 2senx 


A-cosZ2x 
de onde tiramos sen? x o ES 


istO É, que 
o)=5 = =0082% 
Como a função cos x tem periodo p = 2r, então 
é 


sd sda 
Bl 2 


16.3. CÁLCULO DO PERÍODO DE SOMAS E PRODUTOS DE DUAS FUNÇÕES 
PERIÓDICAS 


Sejam f & q duas funções periódicas, definidas por y = fx) e y = g(x), cujos 
periodos são, respectivamente, p. e pz com ps * paz. Enunciamos, então, 0 seguinte 
teorema: 


Se qu = — , onde m en são inteiros positivos e primos entre st, então as funções 
2 n 


definidas por p=[ + g e A=fgsão periódicas e seu periado é 


P=npi=mp: 


263 


For exemplo, f(x) = sen5 e 9(x) = 95 são funções perúdicas. cujos 


2 
; 27 E 
periodos são p, = E 4n E Ps a a 3x. 
2 a 
Estabelecendo a razão entre p, e ps, obtemos 
Elsa 
Po 3 


Assim, o periodo das funções 
x 

F) 
P=3p,=4po: logo P=12m 


p(x)=sen + tg= a à(x)=sens-tos 


Demonstrativo de teorema 
Devemos provar que existe um real T, tal que 
pib)=p(x+T) e Afx)=A(x+T) 
isto é, 
Ho)+g(x)=f(x+T+g(x+T) e t(x)-g(x)=f(x+T)-g(x+T) 
Ássim: 
se fe q tem periodos p, e pa, respectivamente, podemos escrever que 
Fog = f(x + knpa) (1) 


e 
906) = g(x + kmpa) él) 
onde parak e Z tem-se também (kne Z e (kmje Z. 
Efeluando as operações (1) + (Ih) e (1) - (II), 
vem (1): fix) + ix) = fix + knp,) + g(x + kmpa) 


e 
(IV): fo) - 96) = fix + knpy) - gtx + kmpa) 


Como Ls A Ri então np, = mpa. Fazendo 


P2 


[knp, =kmps = T| , as igualdades (Ill) e (IV) são escnilas 
tix]-g(x)=fix+T)+g(x+T) 
ns) wijx+T] 
E 
E(x)-g(x)= f(x+T)-gix+T) 
AX) Mx+T) 
logo, como existe o real T = knp; = kmp; para o qual 
p(x)=q(x+T) e A(x)=Afx+T), as funções q e À são periódicas. 
Como, por definição, período é o menor T positivo, fazendo k = 1, oblemos q 


periodo de pe à. 
pis np, = mpaz 
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Deve-se notar que esse teorema é aplicável, não só a funções da forma Ê+ og 


e fg, mas, também, às funções f-g e als 0). 


Exercicios Resolvidos 


18.5) 


166) 


18.7) 


Caleule o periodo da função 
pb) =Ig3x + cos 4x 
Solução 


Calculamos, inicialmente, os pertodos py e pz das funções fb) = tg 3xe  gix)= 
cos dx, assim: 


«A e p=.I 
ita RE 


Eslabelecemos, agora a razão entre p+ € pa, encontrando 
2 
Temos, então, que P=3p,=2p; logo, P= 


Calcule o periodo da função 


à(x)=sec = sen 3x 


Solução 

As ; E x 
Calculamos, inicialmente, os períodos p; e p2 das funções fg = SC > e g(y = 
sen 3x; assim: 


2 21 
p= = dit a é e 
2 


Estabelecemos, agora, a razão entre P, e P; encontrando 
Bié 
pa 1 

Temos, então, que P=1:p,=8pz logo, P=4n 


cos 3x 
cotg àx 


Calcule o periodo da função À (x)= 
Solução 


Sendo f(x] = cos 3x e g(x) = colg 8x, vem 
2a rt 
Pp poe 


Assim, Pis 16 
Pa 


Portanto, P = 3p; = 18p; = 27 
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15.8) Calcule o periodo da função A (x) = tgêx 


Salução 
Sendo A(x)=tg x-tg x, notamos que os periodos p« & p: são iguais tp: 
= pa = m). Não podemos, portanto, aplicar o teorema visto, a menos que 


consigamos mudar a forma da função À(x). 
No caso. se lembrarmos a fórmula de arco dobro 


tg 2x = 188 
1 tgéx 
e dai tirarmos 
eigx 
tg?x = 1-<-E 
SO odx 


poderemos aplicar q teorema; sendo f(x) = 2tg x e q(x) = tg 2x. temos 
z 
Pp, =re P> = 5 


Assim, Bl-s 
pz 1 


Portanto P=1-p=2p;=r 
18.9) Calcule à periodo da função (x) = sec x — sen x 


Salução 


Também aqui não podemos utilizar o teorema (16 3). pois p; = p; = 2m. Vamos, 
então, transformar a função; assim: 


1 i-senx-cosx 
p(x)= -senx=———— ——— 
COS x COS x 
Lembrando que 2sen x:cos x = sen 2x, temos 
1-1 sen2x 
Cos x 


Agora, H)=1-5 sen 2x e gix)=cosx, onde 


2n 


Pq = 5 =TE p=2ne —=4 


Pa 2 
Portanto, P=2p,=1:p;=2a 


16.4. CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS 


De modo geral, a construção do gráfico de uma função f, definida por 
y = f(x), pode ser feita com o auxilio de uma tabela na qual são atribuídos alguns valores 
particulares a x e determinados os correspondentes valores de y. Foi o que fizemos 
para a obtenção dos gráficos das funções trigonométricas no capítulo 15. No entanto. 
conhecidos aqueles gráficos, com algumas regras de transformações no gráfico de 
uma função, podemos, facilmente, construir os gráficos de muitas outras funções, 
Vamos enunciar algumas dessas regras. 
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Seja G o gráfico da função definida por y = f(x) esejak = O uma constante real. | 
1º) O gráfico G' da função y = f(x) + k pode ser “Obtido a partir de G. fazendo este sofrer 
uma translação de K unidades. na direção Oy, “para cima”, se k é positivo, ou “para 


baixo”, se k é negativo. 


2º) O gráfico G' da função y = f(x + k) pode ser obtido a partir de G. fazendo este sofrer 
uma translação de k unidades, na direção Ox, “para a esquerda”, se k é positivo. ou 
“para a direita”, se k é negativo 


3º) O gráfico G' da função y = -f(x) pode ser obtido a partir de G, fazendo este sofrer | 
uma reflexão em relação ao eixo Ox. 


A 


4º) O gráfico G' da função y = |f(x)| pode ser obtido a partir de G, fazendo a “parte” que 
estã abaixo do eixo Ox sofrer uma reflexão em relação a Ox. 
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Vamos. agora, resolver alguns exercicios onde construiremos gráficos de funções 
trigonométricas que sofreram transformações. Nem sempre necessária, mas de grande 
utilidade, é a determinação prévia do periodo e do conjunto-imagem. Para maior 
praticidade, propomos as seguintes etapas para a resolução dos problemas: 

e determinação do conjunto-imagem 

e cálculo do periodo 

« identificação da função trigonométrica base 

e identificação das transformações sofridas pela função base 
e construção do gráfico 


Exercícios Resolvidos 
16.10) Construa o gráfico da função qí(x) = 2 + sen x. 
Solução 


Temos que I(g)=[1:3] e p=2x 

A função base é f(x) = sen x. 

A função dada é da forma q(x) = f(x) +k, k=2; 

utilizaremos, portanto, a primeira regra, transladando o gráfico de sen x duas 
unidades “para cima”. 


16.11) Construa o gráfico da função g (x) = cosf x 4] 
À 
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Solução 


Temosque kg) =[-1,1] e p=2z 
A função base é f(x) = cos x. 


A função dada é da forma g(x)=f(x +k)k=-5: pela segunda regra, 


Fa E a fel E q 
transladamos o gráfico de cos x “para a direita”, de uma distância igual a T 


16.12) Construa o gráfico da função g(x) = sen 2x. 
Solução 


Temosque I(g) =[-1,1] e p=. 

A função base é f(x) = sen x. 

A função dada é da forma g(x) = f(kx), k = 2; note que, nas regras dadas, não 
consta esse tipo de transformação. No entanto, a construção do gráfico não tem 
maiores dificuldades se observarmos que, em primeiro lugar. o conjunto-imagem 
é o mesmo de sen x, isto é a amplitude é a mesma e, em segundo lugar.o 
periodo de g(x) é a metade do periodo de f(x); podemos, intuitivamente, entender 
que, num intervalo de comprimento x, sen 2x “faz” tudo o que sen x “faz” num 
intervalo de comprimento 2x. Portanto, devemos obrigar o gráfico de sen x a 
“encolher” do intervalo 
(0. 2x] para (0; n). 

Assim: 


x 
16.13) Construa o gráfico da função g(x) = cos 


Solução 


Temos que lg)=[-1:1) e p=47 
À função base é f(x) = COS x 
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A função dada é da forma g(x) = f(kx), k = 5: a exemplo do exercicio anterior, 


note que o conjunto-imagem não se altera e que o periodo de g(x) é o dobro do 
período de f(x). Entendemos, intuitivamente, que cos 5 "faz", num intervalo de 


comprimento 4r, exatamente o mesmo que cos x “faz” num intervalo de 


comprimento 2n. Vamos, então, “esticar” o gráfico de cos x do intervalo (0; 2a] 
para [0; 47). Assim: 


16.14) Construa o gráfico da função g(x) = 3sen x. 
Solução 


Temos que I(g) =[-3;3] e p=2a. 

A função base e f(x) = sen x. 

A função dada é da forma g(x) = kf(x), k = 3, note, também, que esse tipo de 
transformação não consta das regras dadas. Observe que o período de g(x) é 0 
mesmo de f(x) e que o conjunto-imagem "mudou" de [-1; f]para [-3, 3]. isto é, 
que a amplitude se alterou. Devemos construir uma senóide que, em um intervalo 
como [0; 2x]. percorra todo o conjunto-imagem [-3, 3). Assim: 


16.15) Construa o gráfico da função g(x) = 5008 x 
Solução 
2. É 
Temos =|-=. — = 
que 1(9) 22, e p=27 
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À exemplo do que foi observado no exercício anterior. devemos construir uma 
cossenóide que, num intervalo como (0; 2x], percorra o conjunto-imagem 


16.16) Construa, para O < x < 27, O gráfico da função g(x) = -2 — sen x. 
Solução 


Temos que I(g)=[-3;-1] e p=2x 
A função base é f(x) = sen x 
A “evolução” da função base até a função dada foi 


sen—lL,. senx—l,-2-senx 


Sabemos que a transformação (!) (ver regra 3º) provoca uma reflexão no gráfico 
de sen x em relação ao eixo Ox e que a transformação (ll) (ver regra 1º) faz o 
gráfico de —sen x sofrer uma translação de duas unidades “para baixo”. Assim: 


Exercícios Propostos 


16.17) Calcule o período das seguintes funções: 
a) f(x) = sen 4x 
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0) f(x)=1+ cota | 


e) x)= 143 sec 
hn f(x)=cossec(27x) 
ai, 

q) f(x)= of 5 | 
h) f(x)=5 + 4senfnx) n=0 

16.18) Calcule o período das seguintes funções: 
a) Hx) =cos'x 
b) f(x)= sen? > 


e) ftx) = cos“2x 


2 3X 
d) fix)=sen = 


16.19) Sabe-se que a função definida por fix) = Asen (kx) tem periodo Ba e conjunto 
imagem [-4; 4] Determine essa função. 


16.20) Seja k um real positivo. Determine a condição para que a função fo) = 9 (há 
tenha periodo racional. 


16.21)0 conjunto-imagem da função f(x) = A + B-cos (Bx + A) é [-3; 7] Determine 0 
periado dessa função 


18.22) Calcule à periodo das seguintes funções: 
a) wplx)= senã + COSSEÇ 3x 


5x 


Db) eqlx)=tg 2x — sec 3 


c) àA(x]= cos 4x tg SX 


o) A(x)= 


16.23) Calcule o periodo das seguintes funções: 
a) l(x) = cos x + cossec x 
b) fix)= sec 3x + sen 3x 


16.24) Calcule o periodo das seguintes funções; 
a) fx) = sen 2x + cos 2x 
b) Hx) = sen'x 
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16.25) Construa o gráfico de cada uma das seguintes funções: 


a) gid=2+cosx 
b) g(g)=-1+secx 


co) g(x)= sen[x+5] 


d) g(x)= tax) 


16.26) Construa os gráficos das seguintes funções: 
x 

2 

b) gix)= cos 2x 

ci gix) = -dcos x 


a) g(x)=sen 


d) g(x)= > sen x 


18.27) Construa o gráfico das funções e determine seus periodos: 
a) dx) = |sen x] 
Db) g(x)=-Jjcos x| 


18.28) Construa o gráfico da função 9(x) = 1 + 3sen 2x 


16.29) Construa o gráfico da função q(x) = sen x + cos x 
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Capítulo É 


A 


Funções trigonométricas 
inversas 


17.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO INVERSA 


Uma função f, de A em B (fig. 17.1). define uma correspondência que a cada | 
xe À associa um único ye B Se f é tal que a cada ye B existe em correspondência um | 
único x e A, Isto é, se todo elemento de B é imagem de um só elemento de A, f se diz | 

uma função bijetora. Pode-se, nessas condições, definir uma função de B em A, | 
indicada por f'! para a qual, se (x: y) e f. então (y: x) e Pia. 172) 


Fig. 17.1 


A função f', de B em A, é chamada inversa de f. 
Note-se que: 
1º) Só existe F' se f é bijetora. 
2º) Sefé bijetora, seu conjunto-imagem é o próprio contradomínio. 
3) D()=MF') e D(F)=1(h) | 
4º) Seo ponto de coordenadas (x; y) pertence ao gráfico de f, o ponto de coordenadas | 
(y: x) pertence ao gráfico de Ff! como (x; y) e (y: x) são pontos simétricos em | 
relação à bissetriz dos quadrantes impares, conclui-se que: 


Os gráficos da função f e de sua inversa f' são simétricos em relação à bissetriz dos | 
quadrantes impares. | 


bissetriz 


* 


! 
| 
| 

ad 


mm |-cep—— 
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ÃO à E 5 
17.2. INTRODUÇÃO Às FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSA 


: í f é bielora. 
Sabemos que uma função f, de domínio A, é invertível somente se 


Õ rigonométricas, não 
Portanto, muitas das funções usuais, incluindo as seis sis bs ri 
admitem inversa no seu dominio de definição, penca da ore Ga RE 
correspondência, mais de um x. À função seno, por exe 


n 57 37 oe iso é 
correspondem infintos valores de x, como =, 


. ma no 
z ir a inversa de f(x) = sen x 
x=>+2ka, k & 7. . isto quer dizer que não podemos definir a 
E. 


seu dominio 'Z. 


ini is fá bijetora e. 
No entanto, podem existir subcorjuntos do an ipi prai Ensina so 
nesses subconjuntos. é possível definir 7. Para maior cla 


ão é | Í ja na figura 17.3 
A tunção f, de IR em 'e., definida por f(x) = xé, não é invertivel (ve) 2! 
que a um dado y corresponde mais de um x). 


Fig 17.3 e 
Seja. agora, a função f, de IR. em K., definida por fo) = É. 


= S ivel, pois a cada y 
No subconjunto &., a função definida por (x) = x é invertivel, p 
temos um e um só x. 


x 
Assim, para a definição das inversas 


«SColhidos subconjuntos dos dominios nos 
Consuita aos gráficos do capitulo 15 nos faz p 
Que as funções ingonométr 

COnvenciong-se escolher, em c 


OU extremo inferior E no qual 


das funções trigonômétricas, eg E 
quais elas sejam bijetoras. Uma E eim 
erceber que existem muitos interva e 
cas são bijetoras; então, para maior uniformi sia 
data caso, um intervalo em que o zero seja ponto me 

à função percorra todo o seu conjunto-imagem. 
Seguindo + 


iambém um proce 
des funções Seno, cosseno. iangen 


dimento tradicional, definiremos apenas as inversas 
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te e cotangente. 


17.3. À INVERSA DO SENO: FUNÇÃO ARCO-SENO 
Seja a função f, definida por. 


Definimos, então, a inversa de f, denominada função arco-seno, como sendo a 


função f', de [-1: 1] em [-5. 5 . para a qual f(x) = arc sen x (isto é. a imagem de x 


é o arco cujo seno vale x). 
Pela quarta observação feita em 17.1, podemos construir o grafico da função 
arco-seno. 


f!(x)=arc sen x 


| 
| 
5 | 
| 


17.4. À INVERSA DO COSSENO: FUNÇÃO ARCO-COSSENO 
Seja a função f, definida por 


f(x)= cos x 
D()=[0;x] 
À CD(f)=1(8)=[-141] 
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Definimos então a inversa de f, denominada função arco-cosseno, como sendo 
a função f', de [-1, 1] em [0; 1), para a qual f' = (x) = are cos x (isto é, a imagem de x é 
o arco cujo cosseno vale x) 

Temos, também, o seguinte gráfico: 


1 (x)=arccos x 


Exercícios Resolvidos 


17.1) Determine o dominio da função definida por f(x) = arc sen (2x — 1). 
Solução 


Sabemos que, se « = arc sen (2x — 1), então sen «a = 2x-— 1; portanto, devemos ter 
—1<2x-1s<i 
donde 0O<xxs<1 
logo 
D(f) = [0; 1] 


17.2) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = 2-arc cos x. 
Solução 


Sabemos que o conjunto-imagem da função arc cos x é [0; 1), isto é 
O < afrccosxsa 
multiplicando essa desigualdade por 2, vem: 
O s 2Zarccosxs 2x 
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ou0O< fix) s 27 
logo, IEF) = [O; 27] 
17.3) Determine o dominio da função f(x) = are cos pé — 1) 
Solução 
Sabemos que, se «= are cos (é — 1). então cos a = xX* — 1; portanto, devemos ter 
= a = 88 4 
ou DE 42 


Como a condição x 20 é satisfeita para todo x real. basta resolvermos a 
inegquação xs 2, Isto É, age = (+ encontramos, então 


exe? 
logo, D(n=[-42: J2 | 


17.4) Determina o conjunto-imagem da função ftx) = x + 2are sen x. 


Solução 
z| 


Sabernos que o conjunto-imagem da função arc sen x é | = 2|' isto é. 


E) <arc senx< 


na 


multiplicando essa desigualdade por 2, vem 
-T£ 2arc senxe 
somando r, temos 
Q<x+?arcsenx sr 
ou O <Hx) <2r 
logo Ef) = [O; 2x] 


17.5) Construa o gráfico da função gx) = Jarc sen x]. 


Solução 


Sabemos, pela quarta regra enunciada em 16.4 que, para oblermos o graficu . 
gl) = Htx)|. basta fazer a "parte que está abaixo" do eixo Ox. do gráfico de Hx), 
sofrer uma reflexão em relação a e55€ eixo. 

Como f(x) = are sen x, temos: ' 

pj 


É! 


a E 
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17.5. À INVERSA DA TANGENTE: FUNÇÃO ARCO-TANGENTE 


Seja a função f definida por: 


eo CS —— — — o a. — 
moja 
mola 
Ne 
" 
” 


Definimos, então, inversa de f, denominada função arco-tangente, como sendo 
a função f", de Zem -3: al . para a qual f'(x) = arc tg x (isto é, a imagem dex é 0 


arco cuja tangente vale x) E o seu gráfico é: 
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17.6. À INVERSA DA COTANGENTE: FUNÇÃO ARCO-COTANGENTE 
Seja a função f definida por: 


Definimos então a inversa de f, denominada função arco-cotangente, como 
sendo a função Ff" de R em Jo: nl. para a qual f'(x) = arc cotg x (isto é. a imagem de x 
é o arco cuja cotangente vale x). E o seu gráfico é: 


Exercícios Resolvidos 


17.6) Determine o conjunto-imagem da função f(x) = arc tgx. 


wIra 
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Solução 


Z 
2 


isto é, 


noja 


Sabemos que o conjunto-imagem da função arc ig é 


pe <arci te 
2 972 


multiplicando essa desigualdade por a | YEM 


3 
ad Scan 
Qu 
ra 
logo, dei 3) 


17.7) Determine o conjunto-imagem da função fix) = sen (arc cotg x) 


Solução 


Fazendo q = arc cotg x, temos cotg wu =x, com ô<u <mex real qualquer. 
Assim. fix)= sena e comol<n< yr tem-se O<sena<1 
lago, Hf) = ]O; 4] 


Exercícios Propostos 
17.8) Determine à dominio das funções: 
a) fix) = arc sen 3x 


b) f(x) =2Zarc cos[5+3]) 


17.9) Determine o conjunto-imagem das funções: 
a) f(x) = 3arc sen x 
b) fixi=-Zarc cos x 
c) fx) = arcsen dx 


dO) fix) = -5+3 BIC COS X 


17.10) Construa os gráficos de: 
a) fix) = arc sen (x- 2) 
D) f(x) = —arc cos x 


17.11) Determine o conjunto-imagem das funções: 
a) fix) = darcto x 
bj) Tix)= ns + aro cotg x 
o fly=arctg Jx 
d) f(x) = are cotg (x) 
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17 12) Venfique a paridade da função f(x) = arc sen x. 
17.13) Verifique a paridade da função f(x) = are cos x. 
17.14) Verifique a paridade da função f(x) = arc tg x 


17.15) Verifique a paridade da função f(x) = arc cotg x 


Exsrclcios Suplementares 


2 tgx 


ê 


5º Fomesmo que da função gty 
1= tg” x 


V/1) Determine o dominio da função f(x) = 
= tg 2x? 


V1.2) Determine o dominio e o conjunto-imagem da função f(x) = senx 


V1.3) Determine o dominio e o conjunto-imagem da função f(x) = -v2cosx —1 


V.4) Determine o conjunto-imagem da função fx) = A + Bsen (2x), onde À e B são 
constantes reais, com 8 > O 


41.5) Determine A e B reais (B > 0) de modo que o conjunto-imagem da função f(x) = A 
+ Bseç x seja 


Kf)=(yeR|y<s-Gouyz-2 


VL.6) Determine o dominio e o conjunto-imagem da função f(x) = Ig x + cotg x. 


Vl.7) Calcule o periodo da função f(x) = tg x + cotg x 
V.8) Calcule o período da função f(x) = sen( 4x - a] 


m 
sen, 5) 
À 4, 


| 


VL.9) Calcute o periodo da função f(x) = 


V1.10) Calcule o periodo da função f(x) = sen 3x — cos 3x, Determine, também. seu 
conjunto-imagem. 


VL.11) A figura abaixo mostra O gráfico de uma função f(x) num sistema cartesiano 
ortogonal, em que não está fixada a posição do eixo Oy e as abscissas Sao 
dadas em função de uma constante real a. Reconheça a função fix) nos 
seguintes casos: 
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x 
b) qa 

K 
c) = 
d)az=a 


V1.12) O gráfico ao lado representa a função f(x) = A + Bsen Cx. Determine À, Be € 
positivos. 


e sacada, (a | 
oju -====— 


V1.13) Construa o gráfico da função f(x) = tg x + cotg x 
V1.14) Construa o gráfico da função f(x) = 2sen*x 
V1.15) Construa o gráfico da função f(x) = cos?x 


V1.16) Verifique a paridade das seguintes funções: 
a) f(x)=(arc cos x)-5 
b) f(x) = [arc sen x 


c) f(x)=(arccotg x) se 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


18) 0,9em 
19) 4cm 


1.10) x unidades 


111) É 

112) À 
2 

113) E:to8.da 
1210/91 


1.14) 0,27 rad. 


27) 


28) a=4b=2/3,c=2h=V3 
29) a=6b=/30,c=V8,n=1 
210) a=4b=2/3. m=1,h=V3 
2.11) 2732m, aproximadamente 
2.12) 5,4em 

213) 4,1 


2.14) 49,6m 


2.15) cosa=—— . tga = 


345 245 
7 15 


ÃO cosa a SD 
10 


2.16) sena =——, cosa 
10 
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2:12) [19u + 


: + E Z 2 
(cosa cosa ) cos a 1-senêa 


7 =| sena 1 Y (sena+1) (sena+1) ” 
cosa) 
p (sena + 1 - 1+sena 

(1-sena)(1+sena) 1-sena 


2.18) sen'x 
311) a) 5 b) eng 
2 
3 5 
3:12 -— bj) L 
) a) a ) > 
3.13) 
tn 1 
3.14 a ué 
) a) E c) ; 
b) 338º d) 10º 
3.15) a) 1º c) 2º 
b) 2º d) 4º 
3.16) 
3.17) a) b) 
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c) 


e) 


318) EUF=(x 


a kn 
Ea gi (ke Z)) 


319) a) EnF=(x 


x ara, (k eZ) 


b) EnEnG= (x 


x=D+Zkm, (Ke Z) 


c) F-E = (ax = SE ka (ke Z)) 
320) (ke Z) 
a) x=L+kn Cc) RR 
5 5 2 


b) x=1Ecka 
10 


3.21) dois pontos simétricos em relação ao eixo Oy. 
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4.9) 
4.10) 


4.11) 


412) 


413) 


4.14) 


4.15) 


418) 


4.17) 


4 18) 


4.19) 
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positivo 


negativo 


2 
2 


É 
2 


0.9553 


+J34m? 
> 


COS X = 


2/2 


1 
senx=1 e cosx=0 ou Rep 3 


aj x= 5 + 2km ou x= Es 2kn [k e £) 


b) x= 2 +2ka ou x = e Zka (ke Z) 


Desenvolvendo o 1º membro, cbtemos: 
d-Scosd F S+ sena 
d-Sseno d+5cosa 


- t4-5cos nit4+5cosa)+(3-5senn)/3+Ssena) ” 
(3-5Ssenajlã+ôcosa) 


-46-25cos?n+9-25sen'a  25-25(cosa+ senio) 
— 43-Ssenuy4+5coscna) (3-Ssena)-(4 + cosa) 


Aplicando ao 1º membro a identidade a” — b*=(a-b) (a + + ab). obtemos: 
cos'u — senta = (cosa — sena) (cosa + sena + sena cosa)= 
=(cosa - senaq)(i + senacosc) 


Vamos desenvolver a expressão do 1º membro, mantendo agrupados os termos 
1+5enx: 

(1+senxcoss) = (i+senxP + 2(1+senxicosx + cos'x= 

=(i+sen x)? + 2(1+ senxijcas x + (1 - sen” x) = 

=(1+senx” + 21+senxicosx + (1+senxili-seny= 
=(1+senx)fii+senx) + Zcosx + (t-senx)]= 

=(1+senx) (2 + Z2cos x) = 

=2(1+senx)(i+ cos x) 


420) Temos inicialmente: 
cos! a- cos = (1- sento) (1-serfB) = 1 — seria — sen'p + serasenp 
Então, o 1º membro fica 
sena + senp — sen'osen'B + costucos'p = 
=sen'a + sen) - sefosen'p + 1 - sera — sen'p + serosenp=1 


4.21) Aplicando a identidade 
dsbi= (a? + b3) (a? eb! — 20?) 
obtemos 


sen'x + cos"x + 3seniycos” x= 
= (sen x + costa sen! x + cos'x — sentecos'x) + Isenixcos'x = 
=sen'x + cos'x + 2senxwcos'x = (sen'x + cosix)” = 1, 


4.22) sen «dc Sê 


2 


423) 7 Je + s 


COs— = 
& 
5.14) a) positivo b) negalivo c) negativo 
d) negativo e) positivo f negativo 
5.15) 1) cogu = + SEL ox a , 3981, cotg RR chi 
91 3 
ID cosx Sm x en cotg x sei 
Por] 


5.18) ) senx= +06: tgx= =0,75; cotg x = -1,33 
ID) senx=-06, t9x=+0.,75, cotgx= +1,33 


3.17) 1) cotg xo DES, sen SÊ, cosx = +> 
II) qu 


5.18) ) tgx=+0,50, sen x= +0,45; cos x = +0,90 
Il) tgx=+0,50, sen x=-0,45; cos x= 0,90 


+21 +(-1) +21 
3.10) cosx E tgx = rcolg x = FA 
5.20) a) 39 ou4º bj Tou 2 c) 1ºou2” 
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521) cos%= mp 


822) cosx=+12P 
1+p 


3.23) tgx=+ ds cotg x = EK] 


5.24) tgx= + cotg x=+1 


525) m=d4+V/13 


bn a 3m fm tm mx, ltr 
dis emas É UU ani E ST d — e | e | e! 
aebinte) 4º 4 44 E Bb 6 É 
b) das e -2n-x0m2n 
[e Ratio E ém Sa 
ado 
n 3 n Ez 
a d = = im 
5.27) a) q ) de= 
br. n T.a 
il 6 6 22 
Cc) A Sm 
B 6 
bt... 
5.28) a) x=km e) Ria 
z x ka 
b) x=——+ky f) Ea 
C) x==+kz g) yxa+Lskz 
dy x=]+kn hn) xedEska (ke 2) 
ê | 
J2 245 
5.2 gã=— tgB=— 
9 tg ã to 5 
5.30) a) senn+cose b cotga 
4 
b) sen” 
di 9) Cos ct 
Cc) cosa h) senta 
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d) 


B) 


5.31) a) 


6.6) 


b) 


22) 


1º) 


(tgu+cotga)senc. cosa = 


cOso sena 


SENA cos 
= -SENGTOS GQ 


[ sena cosa 
do mamae 


) senqwcos q 


)sena Cosa = 


q 2 2 
Senacosa=sen'ia+cos agq=1 


Cosq sena 
peca cos e — senta 
1-igêa — cosa. 
ga  costw Es Sosa. =cos*a-sen'a= 
t+ tola ” senéu cos” a+senta 
cos” ÇA cos? e 


= cos — (1 - cos *o) = 2cos'a - 1 
licotg a + cos o) — (cotg a — cos a) = 


= [(cotg'o+ 2coig, ucosa + ços “a, - (cotg'a — 2cotg arcos a + cos'u)' = 


= [ácotg a cos a]? = , 1icotg” wcos'u = 16cotg” u 1 — sen 25) = = 
= 16 [cotg'a — cotg'w-sena] = 16 [cotg'a — cos'ul 


sen x=-0,80 
cos x=-Q,80 

tg x=+0,75 

cotg x = +1,33 
sec x= 1,25 
cossec x=-1,67 


sen x=-0,60 
cos x=+0,20 
tgx=-0,75 
cotgx=-1,33 
secx=+1,25 
cossec x =-—1,67 


7 
sal inda 
4 4 
COS ado cos ins 
4 4 
J7 7 
tg a tg dude 
347 
cotg x = a colg x=+——— 
sec x=A SEC X=—— 
3 
F auf 
cOssEl X= Sa cossar x = do 
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Ja 21 


87 19 sen 22) sen His as 
= E PR 
cosa E 
21 /21 
0 — qHxX=+—— 
tg x 2 q Ê 
2/21 2421 
mi —— cotg x = 
cotg x E g + sp 
5 5 
SEC X=—-- sec you 
E 2 
21 5427 
COSSEC X= + 5421 cossée x = vai 
21 21 
5.8) senx = Al -cosx = — tgx = +tcotgx= +! 
| fm Jar ad ES 
E E +? 
sECXK=S vt? + 1; casser x = avt+ 
z 
-1 
68.9) ia 
mº=1 
6.10) ps-1oupa0oup>1 
81414) m=-toum=-L 
m 
8.12) tgox=+|— 
Rd E 
6.13) a) cosa c) 2+4cotg'a 


b) sena d) sena 


6.14) a) Temos y=(1-cotgxP + -tgx?= 
= (1+cotgix-2cotgx) + (1 +tg'x — 2tgx)= 
= cossec'x — Z00lg x + secêx — 2tgx = secix + cossec'x — 2(tg x + cotgx) 
Por outro lado, podemos escrever 


Fa 2 
Ssenx | CosSkx SENMR+HOOS x 1 
ta 0" z-———-——— = set %-cossec x 
CcoOSsXx senx senxcDs x SENX COS X 


lg x+ COIg x = 


e assim: 
y = seg + cossec'x - 28€0 xcossec x = (sec x — cossec x? 


b) De sec'x nar tg'x e cossec?x = 1 + cotg'x podemos tirar 
sec'x — cossec'x = Ig'x — cotg”x 


e9% 


isto É: 
(sec x — cossec x) (sec x + cossec x) = (tg x — cotg x) (tg x + cotg x) 


e assim 
seçx-cossecx tgx-cotgx 
tgx+ cotgx SEÇX+COSSECX 
73) aj +0,9083 ff —1,4396 
Db) -0,1215 g) —-0,1564 
c) -0,8098 h) —0,9848 
d) +3,4874 jo —0,5317 
e) —1,2062 
fã) a) —) 7530 
bj) —D,9430 


89 a) S= nekixos Tema ez) 


b) S= o q vez) 
| E By 
co 5= je jus ts Emma E kez | 
ca J 
810) a) [5a Lil 
87768] 
b) fereos(-5)2n- arecos( +) 
(3) E 
7 1 dn 1 1 1 
c) fa trecos 5.28 + Sarccosa SE + 7 arccos S;2n — parccos 7, 
da 1 sem. 4] 5) 
— — — dIttOs—|— — — aFcros — 
cu. 3 a 
811) a) : 
Rise 
! di=a* 
817) à) 5= ceRIx= Era ou x= Erika keZ) 


| 
| 


bj) 3= xeRIx=S+kr ou x=5+m, kez| 
1 1 
C) 5= [xe RIx=atosenç ska ou ten-aresençe Mn keZ) 
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[ 1 1 mM 1 4 ç 
= Rix=-2+-ar n=+kz OU x=1-2-Jarcsens ek keZ) 
s pre |x=-2+=arcsen=+kz ; 5 : 


8.18) 2) s=(25) 
fn.n.5z 3x] 
bj Gostas 
End a] 
cj S= tree ae adas dA 
5 5) 


o) T- ares 2m— 2 + aresen:: Er — 2— Aaresend 
S=| 2 3º 2 Ea a 3: 
5a 1 5) 
DD  2-—aresen 
2 ê 3 
12 
AB — 
8.18) E 
s3n a 2 bj da co n dj EE 
5 3 4 
x Dn! En 3n 
e) -— -— e h — 
js | a RR pd 


832) a) S= xeRIx= Esta kez) 


( 
b) S= prexix=-Zta, tez) 
l 


ce) & dc Cadeia ac 
d) S=[xeR|x=arctig2+ka keZ) 
2m. 5x | 
D.33) à) S= Ea 
a s(ãã 
37,77] 
bj Get 
| ri 4) 
Cc) = EE dei qu 
9 99: E 
d) S=(artg 2n+aretg 2) 


834) S= E: +arctg(-3); E +arcig (3) 


94 


839) — 
E 


8.35) T= 


Tur 


8.37) Indicando arc sena=x e arccolgb=x, resulta senx=a e cotgx=b. Então 


cossecix = 1+cotgx=1+b? istoé, sen'x= 


+b?” 
1 + 
Obtemos aº = | donde a= 
1a bi Mep 


já x x 
Mas devemos ter simultaneamente E <x a ab<ax<ai, 


Isto é, devemos ter Dex « 5 


Isto indica que sen x = a é positivo, ou seja: 
4 


838) a= 2/2 
3 
8.39) ic EE 
5 
a 
8.40) y=—— 
0a? 
B41) a) S=ixeR|x= arcsen = + 2x OU X= a-arcsen Sa 2, ke Z à 


Cc) S=(xeRix=kr ou xetorka Kez]- xezino 


| 


xeRIx= qr Za OU 1=5 +21 ou x= E ea, ni 


bj) S= prerix- =25+ 2a, ez) 
| 


d) 5= 


842) à) S=(xek|x= =+2+kn keZ) 


a kz j 
= Rix=z—+r— kg £ 
b) 5 ra [x o € j 
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+ka, ke 2) 
dj Bs 
& S= 


=|xeR|x=25+km, kez) 


= 
Ç 
qa 


5r 
XE Rlx=ç+2ka ou x = + 2km, ez) 


C) 


9) S=jxeR|jx=2ktkeZ) 
x 5x 
hj 8S= xed|x sá Qu x = + 2km ke g 
| S=iXe ajx= ga BU K=DthakeZ) 
3 4 
9,14) a) -> b) -— 
Go | = 


9.15) raio cito Ec ke Z 
2 [5] 


9.160) a) y=cosZx Db) y=D 


JO = das dr 
4 4 


217) 


9.18) 


9.19) 


9.20) a) 


921) a) a ba 
922) m 
923) a) y =cos'x bo y=1 


9.24) y=1 
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c) 


xeRixac+ka ou x =arccotg 2/3 +kz, kez) 


+ ita 


ho | 


925) y=3 
926) a) y=sena Db) y=0 
927 JB +42 
E) 
328) 73-24 
50 
329) senta+b)-sen(a-b)= 
=(sengcosb + senbcosa)-(senacosb - senbcosa)= 
= sen“a'cos'b — sen'b-cas'a = 
=(1-cos'arcos'b — (1-cos'bhcos'a = cos'b — cos'a 
330) 2-J3 
tgE-tgx 1H 
231) fx) =— 1çosx . cosx-senx 
Ir tg 2 tax 44,7 SºNX  cosx+senx 
4 COS x 
932) 1442 
8.33) csp= Es tg(asp)etgã o SeHtob 45, 
4 4 +-tgatgp 
> tga + Ig) = 1 tg tgfl => tou + tgfi+ tge.tofi = 1, então 
(1+ tg) (1+ 196) = 1+ (tga + tgh + tgec tgp) = 14 1=2 
934) xiyv=D-z 
j x+y 5 
Esso 
o(x+y)=t9[5-2 =cotg 2 
e M 
gxslgy 1 
t=tgxtgyv tgz 
igxtgz + tyytgz =1-tgxtgy 
igxigy + tgxtgz + tgyigz=1 
235) É 
b 


9.36) 1º) s=sen(a+b) + costa-b)= 


=senacosb + senbcosa + cosacos b + senasen b= 


=cosb(sena+cosa) + senbicosa +senal= 
=(sena+cosajícosb+senb)=5 52 
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2º) p=sen(a+b) cos(a-b)= 
= (senacos b + sen b-cos a)- (cos acos b + sen asen b) = 
= sen acos a cos'b, + sen bcos bD sen'a, + 
+ sen bcos b cos” a + senacosa senb = 
= sen a-cos a (cos'b + sen?b) + sen b-cos b (sen a + cosaj= 
=senacosa + senbcosb =p; + po 


9.41) aj senx q) -senx 
bj — cosx hj) cosx 
cd -tgx ) o —tgx 
dj) -—sen x Pp senx 
e) —cosx k cosx 
ho tax D tgx 
3.42) a) cosx q —cosx 
b) senx hj) — sen x 
c) cotgx à cotgx 
dj) cos x DP -—cosx 
pj —senx k) senx 
9 —cotgx ) -—cotgx 
943) a) -—colgx d) -— cOSsEC xXx 
bj) -secx e) SECx 
Cc) cossec x 9 —tgx 
944) à) y=1 b) y= -ssecZa 
2 
945) y= 1iE 
t-a 
9.46) sena 
9.47) y=-5 
948) E=0 
92.49 E=-1 


9.50) x+y+z=nax+y=n-z='ta(x+y)=lg(n-z)> 
— ox toy 
— I-tox-tgy 
= tgx + tgy + tgz = tax tgvtgz 


=-tgz => tgx+tgy=-lgz+tgxtgyigz=> 


c98 


10.19) 


10.20) 


10.21) 
10,22) 


10.23) 


10.24) 


10.25) 
10.26) 
10.27) 
10.28) 


10.29) 


10,30) 


10.31) 


10.32) 


10.33) 


10.94) 


10.35) 


0,81 
Y=-ços 2x 


y=4cosx 


Db ms20u mz2 


ig Ja =tg(a+2a)=- aa 
da: a 


-ga-tgla+2tga atga-tg'a 
t-tgja-ztgia  1-3tga 


a+ 
iga+rtgZa i-tga 
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, E x 
10.36) t -5 (o valor t = 4 não convém pois, se 0 <x <5 então O “a < portanto, 


0<t95<1) 
11.11) a) 2sen4x-cos 2x Cc) —2sen x: cos 2x 
Db) 2cos 5x- cos 2x d)  2sen6x:sen 3x 
Ê (a 5 cos. 
11.12) a) asen| 15 x) cos[-5+x) c) V2.cos| 5 +] 
b) 4 2a d) Ssenl Du cone E 
) senx.cos 5 4 U 4 
1.13) a) 4sen7x-cos 2x- cos 6x 
b) 4cos3 [2x+2 ]cos[ ax- E 
) cos Sera SR Ga x-3) 
11.14) y=cotgx 
11.15) y=43 
1116) y=43 
11.17) sen'a-sen?b=(sena+senb)(sena-senb)= 
x a+b a-b' ( a-b a+b). 
=[25en2tB cos 3 |[2sen25+ cos Z es 
f a+b a-b a-b a-b) 
— 2 —m— — .— (D 
esen 7 "CO )(2sen 7º C05—5 
a+b| [, a-b] 
= sen/2. = ] era | Entes benta) 
11,18) -cos 2x - cos 4x 
sen(3x-x) sen2x 2senx.cosx 
11.19 — >". OO ———————— 
4 ogn= tg cos3x cosx  cos3x.cosx  Cos3x cosx 
= 2senx eai = 2senx. sec 3x 
cos 3x 


a sen2 cosa-cos2 + sena-sen à 
11.20) cotga+tg— = ova 


a 
Cos — sen a-cos — 
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[ al a 
dis é 2) cosa = 


a go 
sena cos  sena-cos> sena 


1121) 1,02 


= COSSeca 


1122) Da igualdade dada, temos: 
x=% Xx+Y 


atgx+b-lgy=a-tg 3 


ET Ri X+ 
cosx.cos >? cos tt) cos 


sen[x-A5H) sen[25% -y] 
a J=b- 
y 


a b 


COosx CDOSY 


logo, acosy = bcosx 
11.23) a) >[sens2º +sen28º | b) cos 6x + cos 4x c) cos x— cos Bx 


11.24) a) y=15 b) y=-5 o) y=N 
11.25) y=sen 7x 


2 
io que ess 


( m kr 
= =k => + keZ 
1227) 8 preto r OU x E e ) 
12.28) s=lxerix DE ez) 


12.29) Se [xeRix-Tkez) 


12230) SelxeR|x=E 12 ou «= Ee eZ] 
| 2 3 4 


1231) S=6 
304 


Í 
12.32) S=(xekR| x=t=+2kx ez) 
t 


12.33) S=ixet|x=+kr ou x=EtknkeZ) 


| 
q 
À 
12.39) 5S= [xeRix=a+2a Du x=5+2km, kez) 
12.35) s-| 
12.35) sr a|x=-a+kr ou x=25E+24m, kez) 
12.3?) Sa xe Rix=5+2ka ou x=5+2k% ez) 
12.38) s=| 
ka 
12,39) S = |x xekIxcE kez) 
kz 
12.40) S= jxeix-5 Ou x= sis keZ) 
4 2 8 


1241) id 
| 8 2 


12.42) 


E 


1243) Se mo Ei cez) 

12.44) S= xe x-:T eta keZ] 

12.45) = |xe Rjx=5 +ka ou (dita, O veZ) 
24 2 
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12.46) 


1247) 


12 48) 


12.49) 


12.50) 


12.51) 


12.52) 


12.53) 


12.54) 


12.55) 


12.58) 


12.57) 


12.58) 


12.59) 


+ 43 K 
E RR Rd mi kez) 


a6 3. 


tv + 2kx, k 2) 


S = | e RIx=2areto. 


S= xeRix=2+kn OU Xx=ka, kez) 


s-jrertx- E oux = EE, k e 2, 


f 
s=[xerixo EEE sa keZ) 


S=(xeR|x=arctat-s) sta ou x=E ra ez] 


E 
RE 


Ep di 


Fr 


( n 
Ses eRi|x aids 3 +2kr, ke z| 
| 


S=|xeRix=Ti+kr ou x= qa th kez) 
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12.60) S=(0) 


( 
13.8) S=jrezfoetr once ke2) 


31 x 7 n a 37 
= — — -— ou -— <x<0 ou —<x<— OU == <X<7 
137) s q es E da < 7 5 4 


13.8) S=(xeR|x=0 ou less ou +21) 


GAR cpa Eai ke Z 
=) [5 


13.10) 5S= 


13.11) Ss 


| 
| 
| 
| 


13.12) s-! xelt|-a<xs-SE ou Dex<r 
! 4 4 


13.14) a) obtusângulo q acutânguio 
b) obtusângulo e) obtusângulo 
c) retângulo 


14.15) retênguio 


14.18) a) Á=45º,B=-60º,6=75º,S- dna 


Sl), ESTE 


2 (B=45º,C=120º,5 


29c= 6 +v2 +42 
E 


b) Pc 


B=135º, €-30º S- Ea 


c) ca VZ A cias" Botso, sm SB 


dd 1)c=1Ã=B=6-60º 
2) c=V3, Ã=B=30º €=120º 
e) bevd2c=/3+1Ã=45º 8=30º 
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1417) S=60/l4em? 


148) gd pelio=2=45 Coforss den 


14.19) 45e6 


14.20) a=2A2,b=V3414e=J3-1Ã=90º Be75º,0=15º,8=1 


1421) a=52,b=4/2,c=-3/2,Ã-90º, É = arcsent. Es arcsens.8 = 12 


1422) a) Deci=a!+b? 2abcos Ce b'-al+c'-2Zaccos B 
ER Dri DE ad 
aC+bo-t = aº+cº—b 
——— E q COSÊ => 
2b 2c 
DESP ad - E 
. bº-c bº+có—-a 
donde pedcsbepa CC go. 
2b 2b 
afs+cê =p bt re? na? 
£o Ze 


tiramos acos0 = 


e c-acosB =c- 


Assim P=acosC (é 
c-acosB bB 
Mas, peto lei dos senos: E = Sen donde 
O senB 
b- acos€ i send 
c-acosB  senk 


E A Eu 

+ aíset-b 4 ai+bí-c 

b) De cosB= "O tos 

' Du dar ira k E und sae 

eme fe CL egg db cer 
Za Za 


, (a? +p? -c2) + (a? +c? -+2) e 


dondebcosé+ecosB=1 "1 10 ca 
Za 28 


e) Pelo exercicio anterior, temos: 
b=acos É + ccos À 
a=bcos É +ccos B 
donde: 
ccos Á=b-aços € 
ccos B=a-beos € 
Assim: 
ccos Ã + ccos B =atb-acos É - bros € = 
=a+b-(a+bjcos E =ta+bj(i-cos E) 
Isto &, 
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14.23) 
14.24) 
14.25) 
14.26) 
14.27) 


15.7) 
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d) 


e) 


(a+b)(1-cos C)=ctcosÃ+cos 8) 
Da lei dos senos obtemos a sen B = bsen À 


donde b sen À — asen B = OfI) 
Do exercicio 14 22. b lemos 


acos B +bcosÃ=c (1) 
somando (|) e (Il), vem 


acosB -asenB + bcosÃ + bsenÃ=c 
ouseja a(cos B -sen B) + b(cosÃ +senÃj=c 
Temos S = “be senÃ = Da 
é 2 coigÃ 
donde 28 cotg À = be cos À 
1 cosB 
>ac- ; 
2 cotgB 


Por outro lado, S = Sac senB = 


Donde 2S cotg 8 = ac. cos 8 
Assim, 28 cotg À + 2Scotg B =accos 8 + bc cos À 


Isto é 2S (cotg À + cotg B)= c(acos B +bcos À) 
Do exercicio 14.22.b temos 


acosB +bcosÃ=c 

Logo, 28 (cotg À + cotg BJ) =cº 

Do exercicio 14.22 b temos 

ccosÃ=b-acos É 

e ccosB-a-bcos € 

donde ccosÃcos É =bcos B -acos B cos É 


e ccosÃcos B =acosÃ-bcosÃcos C 
então 


bcos B-acos B cos à =acosÃ-bcos Àcos é 
ou acosÃ-bcos B =bcosÃcos É -acos B cos É 
e assim acosÃ-bcas B = cos É tbcos Ã-acos B) 


aproximadamente 51 2m 


Bôm 
aproximadamente 62m 
h=R (cossec a — 1) 


aproximadamente 1B4m 


a) 
b) 


[last] dd [-3;-1 
[-3: 3) e) [-3:5] 


15.8) 


14.9) 


15.10) 


15.11) 


15.12) 
15.13) 


15.14) 
15.15) 


15.16) 


18.17) 


18.18) 


c) 


[2; 4) 


iyeR|ys-tou y=z1) 
lyeR|ys-2ou y=2 


b 


[0: 1) 


(ye Rlys- -3 0U y2- 1 
remo Tt tez) 
2 
km 
prerpro Ta cez| 
(re peo dE ez) 


jrer 


sie 
Imin = ç) 
[-42:47] 
a) impar 
bj) par 

KH 
a) z 
bj dz 

Tm 
e) 4 

3x 
d) A 
a) x 
b) 2n 


c) 


d) 


e Sta kez) 


[SS 
a 


pah 


col haja 


d) 


D) 


ç) 


d) 


(yezlys-20Uy>8) 
(yexly=1) 


(yex|y=z0) 


lxez 
| 


«e Eshnkez) 
E 


rezo SME nen) 


kz = 
prezpe to kez) 
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16.19) 


16 20) 


16.21) 


16.22) 


16.23) 


18.24) 


16.25) 
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f(x) = 4sen 


Es 
3 


ou f(x) = -Asen+ 


k = qr, com q racional positivo. 


o) 


Sn 


c) 


d) 


b) 


D) 


e) 


s— 
E) 


a) 


16.26) 


A --=-====—===="—=0===—— 05 
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€) 


16.28) 
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i ráficos: 
s tão: construa, um a partir do outro, os seguintes 9 
ugestão: 
(1) senx 
(2) sen 2x 
(3) Isen 2x 
(4) 1+35en 2x = g(x) 


16.29) 


17.7) 


17.8) 


17.9) 
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17.10) 


1711) 
17.12) 
17.13) 


17.14) 
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a) )-27,24 c) [o a 


E é MR 


função impar 


a função não é par, nem impar 
função impar 


a função não é par, nem impar 


[1) 


12) 


13) 


1.4) 


15) 


1.6) 


1.7) 


1.8) 


1.9) 


110) 


111) 


11.2) 


11.3) 


1.4) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


S = (120º; 150º); 


Grado — é um arco unitário PQ igual a ea da circunferência; ax = 2000. 


400 


40m;30m e 1047 = 26,5m 


44º e 48º 


94 442 


a) 0,2250 
b) 05736 
c) 1,540 
dj o 
e) —2 
o 1,154? 


e cosx=+ Eye 


E 
E | “+ 


— 


4 3 : 
SeNk = = COSX = ts PU então senx = 


5 2 q 2 
Senx = pN8 e COS x a ou então senkx = ads e Ccosx=+ 


e! 


(sempre sen x e Cos x com mesmo sinal) 


na 2 
senx=zt— e cósx=t-— 
2 2 


(quatro combinações possiveis entre os sinais) 
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: Za 
15) senx=0 ecosx=1 ou então senx= — e coskx = 


II6) senx=1ecosx=0ouentão sen x= 


2 
jy ES Pei (1-1920) cos?6 = 
Ene seco + 
= cos) — tg'a cos s*g = cos'h - sen'f = 
= ae - (1-c05%8) = 2cos0-1 


11.8) + (1 + 219 x) genêx =14+(1 + 219º x) (1 = cos” x) = 
1+(1 - cosix dá 21g'x — 2tg'x cos“x) = 

Qi cosix + 2tgix — 2sen'x = 

2 - cos) x + 2tgê x = 2(1 — cogºx) = 

2 — cosx + 2tg'x = 2 + 2cos'x = 

2tg'x + cosix 


PRM MD — 


o são 
9) ati 


é Asenx ” cos x 
4 +4tgx+colgx - Ccosx  senx 
atgx—cotgx asa. 306 


COS x SENX 


* Asenxcosx+ dsen?x + cos” x 


11.10) 


Asen'x-cos” x 


z 
* [2senx + cos x) E ?sSEnx+ COsSx 
(2senx - cos x)(25enx +cosx) 2senx-cosx 


11.11) cos! x - sen'x (cos? x + sen 24) i(cos? x-sen EI 
J2-sec x J2 -sec x 


ha cos? x - senx z (cos? x-sen?x)( 2 + secx) , 


J2 -secx 2- sec? x 


sá (cos? x-(1-cos? x)Jtv2 + sec x) " 


cos? x -(2 cos? x 1(v2 +58c x) 
2cos? x —1 

= cos" x (42 

Cost x (J2 +secx) 
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11.12) Temosy=sena(i+tga) + cosa(f+cotga) — seca= 
=sena + sena-tga + cosa + cosa: cotga — seca = 
=(sena + cosa-cotga) + (sena-tga + cosa) — seca = 


/ 
cos? q senta 
senc+-—— |+| >" + cosa |-seca= 


1 
eca 
senu cosa sena 


Por outro lado, se tga = , temos 


ans 
qa =p 
b? b? 
A, FE Ps 
sec ER a ao 
2 2 2 
— b 
senta = 1-costa=1- 20 22 e então 
a a 


donde 


sena =+ 


Djo 


Finalmente, y = e 
a 


1.13) y=senx 


11.14) y =/2 cosseca 


1.15) y=1 


| b la “lb 
1.16) cos x= Brtgx- fê.cogx= (? 
sec X = HD usiao x = a+b 
vob ] a 


2ab 2ab a* -b? 
1.17) senx=-————— ,tgx = , COtgXx = 
E een 2ab 
?+b? a? +b? 
| COSSECX = 
a2-b? 2ab 


SecX = 


la-b a+b Ee 
11.18 =— |—— =-. t = imã 
) senx V 7a (COS X | E ,cotg x Eee 


2 e 
sec x = ê á cossec x = a 
geo Va-b 
11.19) senx= 2Jmn .COsX = mA Agx = 2X 
+n m+ m-n 
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H.20) 


11.21) 


11,22) 


23) 


11,24) 


1.25) 


11.26) 


11.27) 


11.28) 


11.29) 


11.30) 


11.31) 


11.32) 
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[= lg COSSeC x audio 
BECK = ? =DF= 
iara 2Ymn 


m=0 qu m=-? 
m=0 ou m=2/2-4/ 


a(3-a?) 
2 


2a(4 -3(aº —1)?] 


(a? —1)º 


tgu-sech + sen'p (seco +cos nj= 

= (sec - 1)sech + sen'b (sec O + cos 0) = 

= sec - seco + sen'D-secb + sen'Bcos0= 
= sec'0 - sec0(1-seno) + senfocos p= 
=sec'h - secU- cos + senB cosg= 

= sec) — cos0 + sen“O cos 0 = 

= sec'b — cos8(1-sen'g) = 

= sec - cos 


aproximadamente 0,8 


s-[8] 


S=(1) 


1.33) 


11.34) 


11.35) 


11,36) 


1.37) 


11.38) 


1.39) 


11.40) 


14) 


1112) 


1.3) 


111.4) 


111.5) 


o 

n 
ro, me, 

x 

m 

E 

x 

N 

RO 

La 

co|B 

+ 

nz 

= 

A 

=x 

m 

Ed 
= — 


gelE.Sa. 5x, fm 
CA AA A 
s= Ke Boi rt ez) 


B= pectina E da ou RL | 
ne: E 
ya 
af 
F! 


c+8=5 donde B=5-a Então. 


T 


) ) 
sen(f - 20) = sen( x-2e |= den) Regis = 605 3tt 
2 Je) 


245 +5 
15 
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11.8) 


[L7) y=4 


colg(a -b)= 


cos(a+b) 
sen(a+b) 


cosa. cosb 


cosa cosb-sena-senb 
sena-cosb+senb-cosa 


sena -senb 


— sena senb 


sena -cosb 
sena -senh - 


sena senb . 
, Senb- cosa 
sena senb 


— Sotga -cotgb -1 


cotgb+colga 


1,8) 


11.9) 


10) A+B=7-C 


v=-lg 3 


cota (A + Bj = cotg (x — C) 
Utilkzando a expressão do exercicio |I1.6, vem. 


cotgA -cotgB-—1 


= —colg E 


cotgÃ + cotgB 
colg á-cotg B — 1=-cotgÃ-colg C — cotg B-cotg E 
eentão cotg À cotgB + cotgÃ-cota C + cota B-cotgl=1 


11,11) SIE 


H1.12) 


11.43) 


Hl14)a)2senu-secuaz2sena- 


—* 2senccosu-—! 
cosu 


b)2cosu-secu=zcosa- 


- 2eos? Lied 


Cos ur 


cosa 


senZa-i 


=secu(senZa-—?) 
CUS OU 


COS o 


— tos2a 
cos« 


=Ssecu-cosZa 


1,15) (o Rida ta (2º) 


111.18) y = 4cos 2nu 
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HA) y=1-m 
1118) y = cos*x 
1119) y=1— 42 
1120) y=1 
1.21) y=2cosa 


Hl.22) senta + b) - sen(b-— a) 


1.23) 4cosÊ cn cos E 


2 2 2 
1 941 — 2sent2a + 2b) 
* sepnZa-sendo 
11.25) y =4 
f 
4 2k a 
V.1) SEigeniecl ad ou EE. vez] 
4 3 ES] 3 
| -2n kz 2r | 
IV 2) Sie Me io a gre rata ke Z e do 


di 


2x n km 
= ="— + — Dea AD k e Z 
M3 S dada 7 q + Zn qui esto ) 


(4.4) S-jreR 


x =2kr ou x=5+kn, kez] 


IV.5) S-ixes 


x=kaz ou PRP À keZ 
4 2 


1v.8) s-lxer 


x=ka ou x=t5+2a, kez) 


N7 Se=l 


( 
IV.B) dis dis 1-5 ou k =arccos À sto, | 


14.9) S=jxespueeo vez) 


14,10) S= (xe E 


i2 9 
| n,7 
IV. 12) S=ixex|x=>+=+2kr Kez] 
| 4 3 
vo 
MAB S= o de $| 


MAY S=| 


IV. 15) s-(rezp =-Stkuex<ç+ka, k ez) 


was) 5 = [xe gel xe) 
3 6 
tn 
W.17) S= pres tn ou Tent] 
3 
hab Rig excã ou exarou PEcxa 


| 
4.19) S=Ixe R 
| 


a ” Ex 3m 
—ecti-—- O) — «xa — 
a) 2 [5] 


pr 


V.14) obtusângulo 


14.20) S = 1x e RM excl, ez] 


V2) b=3em c=50m, É=30º S=5745 cm 
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dx Tx 
-— ou ri 


Ê 


| 


V3) 


V.4) 
V5) 
V.8) 
V7) 


VB) 


V.9) 


Portânto, 
a 
cotg B+cotg O 
SE SS a Ro rs 0 
V 410) Temósicos 2 te =D gado to ce 
2al 2ab 


A=120º B=15º É=498=3-5 
S = 1805 em 
c=B,8 8=15º, 8=105º, 5-8 


a=2/8.b=2/3+2, c= 46-45" S=2(3- 43) 


1 


a 1 = 
Temos S= ah, S= bsenGeS=ac send 


Entãoah=absen É e ah=acsen B 
ousejarh=bsen C e h=csen B 

ASSIM, 

hcotg B=csen B cotg B=ccos É 

ehcotg € =bsen ê cotg C =bcost 

onde 

hcotg À + h cotg É=bcsÊ+ccsêza 
(conforme à exercicio nº 14.22.b). 


COEL  atybº=cê E 
donde E TIE E DT 
cosB af+çê—bt b 


b cos€ catapi-çt 


c cosB al+c?-b? 
b senB, senB.cosC alspi-g? 
s=—.——— logo — aa 


Ma : —>———+ * STO 
c senl sen6-cosB a +c'-b 
RR! B Pab-g 

Ou seja, ds Ci REA 


tg e alsc'-b' 
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V11) Hen) 16 Za 


V12) c=d tg rig 
tg B-lg a 


t 
VI1) a) Dif=lxek 
| 


xe L4kr E a a ke £ 
2 4 2 


iss Ke2) 
4 é ] 


b) não pois, Dig) ex ce 


v.2) Dih=ixeZ|2krexea + 2ka, Ke 2) 
If = [0,1] 


r 


vi3 Dif= P eR 
CD=[+. 0] 
VL4 ÚD=[A-BA+B] 


E ma MKasx<D+2kr, ke £ 
3 3 


Vis A=-4 B5=2 


VLS) Cf) + ek 


BRR SS vez) 
2 
Ht)= [ye Rly <-2 ou y 22) 


gy a 
VLB) n/2 


VLS) 44 


2? = — 
V1.10) = Ny =[-42: 42] 


VL4 7) : f(x) =C05%x c) fio) = —SBM X 
Hx) = sen x d) fb)=-cosx 
ViBA=ig=2Ç=s 
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VI.13) 


sm 
“Fr 
— 
> 


VI.15) 


impar 


c) 


par 


b) 


impar 


VI.16) à) 
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